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Le presentamos este Tratado de Matemaiti-
cas Bésicas para Técnicos con la esperanza de
que en él encuentre una eficaz ayuda.

El autor de este Tratado ha planteado el
programa de estudios partiendo del supuesto
de gue el alumno domina las cuatro operacio-
nes fundamentales, por lo menos desde un pun-
to de vista practico. Es decir: se supone que el
alumno sabe sumar, restar, multiplicar vy divi-
dir a la perfeccidn.

Basandose en esta suposicion, el autor toma
la aritmética como antesala del dlgebra, de tal
manera que las cuestiones aritméticas quedan
ordenadas y estudiadas en vistas a su futura
aplicacion dentro de los temas algebraicos, fun-
damentales en todo estudio técnico.

Por otra parte, este Tratado, como su titulo
indica, se circunscribe a aquellos temas que por
su condicién de indispensables deben ponerse
a la consideracién del futuro técnico. El autor
trata de proporcionar aquellos conocimientos
de aplicacién constante que permitan al técnico
la interpretacién de las férmulas més en uso y
la solucién de los calculos mas caracteristicos,
pero sin pretender en ningin momento hacer
una exposicién completa de los temas tratados.
Se ha tenido muy en cuenta cudles son los co-
nocimientos que mas pueden ayudar al técnico
v que al misme tiempo representen una base
mas sélida donde apoyarse en futuras amplia-
ciones de sus conocimientos matematicos.

Bajo estos puntos de vista se han elaborado
las lecciones que ponemos a su consideracidn,
esperando que su estudio le sirva para enfren-
tarse con seguridad a las cuestiones teéricas de
la especialidad técnica que haya escogido como
profesién.
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' ARITMETICA

Leccion primera

Cantidad - Namero - Contar - Medir - Unidad - Suma - Resta
Ndamero negativo - Multiplicacion - Divisién - Divisién exacta e inexacta
Potenciacion - Suma, resta, multiplicacion y division de potencias - Radi-
vk cacién - Raiz cuadrada - Suma, resta, multiolicacién de raices - Divisibi-
‘ lidad - Principales caracteristicas de divisibilidad.

CANTIDAD, UNIDAD Y NUMERO

Para poder decir qué es la Aritmética, deberemos empezar por definir
los conceptos de CANTIDAD, NUMERO, UNIDAD. Aunque usted seguramente
ya tiene una nocién de lo que significan esos tres nombres, no estara de
mas que, muy por encima, les demos un repaso.

o CON LA PALABRA CANTIDAD EXPRESAMOS LA EXISTENCIA DE COSAS QUE PO-

DEMOS MEDIR O CONTAR. Pero esta expresién es bastante ambigua o —lo
que es lo mismo— sélo nos da una idea aproximada de cuantas cosas exis-
ten. Asi puedo decirle, por ejemplo, que el voltaje necesario para encen-
der las ldmparas es considerable. Si usted ignora el voltaje, yo no le habré
sacado de dudas, por cuanto por considerable puede usted imaginarse
mucho o poco, pero sin precisarlo.

5 50 75
S

4

¢Cémo determinaremos cudl es el voltaje que circula por la ldmpara?
En primer lugar, deberd tomar una porciéon de voltaje cualquiera, pero
que pueda precisar siempre con exactitud. A esta porcién le llamaremos
voltio, y nos servird de UNIDAD, o patron, para establecer cudntos voltios
tiene la tensidén en estudio. Esta unidad es la que se ha tomado como base
para efectuar la medida del voltaje, que nos da 125 voltios.

Es decir: el voltio-unidad, esta contenido 125 veces en la tensién que

. media. Ahora ya tiene precisada ésta: 125 voltios. Tanto usted como yo
Para conocer la canti-

dad de voltaje que pasa
por la bombilla, necesita-
mos medir el ndmero de

sabemos con exactitud la cantidad de voltaje que circula por los conduc-
tores que van a la lampara. Y para expresar esa cantidad, nos hemos va-
lido del NUMERO.

'P unidades (voltios).

LA CANTIDAD EXPRESA LA EXISTENCIA DE COSAS QUE PUEDEN MEDIRSE O
CONTARSE.

| E1 NUMERO ES EL RESULTADO DE MEDIR O CONTAR UNA CANTIDAD.
LA UNIDAD ES LA CANTIDAD QUE SE TOMA COMO BASE PARA LA MEDICION.

ARITMETICA ES LA RAMA DE LAS MATEMATICAS QUE ESTUDIA LOS NUMEROS
Y LAS RELACIONES QUE EXISTEN ENTRE ELLOS. TRATAREMOS, POR TANTO, EN
ESTAS LECCIONES DE ARITMETICA DE LAS MAS ELEMENTALES DE LAS CITADAS RE-
LACIONES.




En este montén hay
nueve bombillas. Son
nueve unidades de Ia
misma especie (bombi-
llas) y por ello decimos
que es una cantidad ho-
mogénea.

Esta es una cantidad
heterogénea: 1 enchufe,
1 resistencia, 1 interrup-
tor y 2 bananas.

Sumandos Suma

4+2=6

CANTIDAD HOMOGENEA

Tanto las cantidades como los nameros pueden referirse a elementos
de la misma especie (por ejemplo: lamparas), o a elementos de distinta
especie (por ejemplo: ldamparas y enchufes). En el primer caso, si cuenta
usted las ldmparas que tiene en su casa, se referird siempre a éstas: una
lampara en el comedor, otra en el dormitorio, otra en el pasillo, etc. Las
tres cantidades expresadas son HOMOGENEAS, por cuanto las tres se refie-
ren a cosas iguales, o que tienen el mismo cometido.

CANTIDAD HOMOGENEA ES LA QUE EXPRESA UNIDADES DE LA MISMA ESPECIE.

CANTIDAD HETEROGENEA

Pero si en lugar de contar sélo las lamparas incluye algin otro ele-
mento —una lampara, un interruptor y un enchufe en el comedor; otra
lampara y dos enchufes en la cocina; una ldmpara y dos interruptores en
el pasillo, etc.—, las cantidades ya no son homogéneas, por cuanto la lam-
para y el enchufe no tienen nada en comun, ni el enchufe y los interrup-
tores. Son tres elementos distintos entre si, y por tanto las cantidades
también seran distintas entre si. Entonces se les denomina HETEROGENEAS.

CANTIDADES HETEROGENEAS SON LAS QUE EXPRESAN 'UNIDADES DE DISTINTA
ESPECIE,

OPERACIONES ARITMETICAS
SUMA

Con las cantidades anteriores podemos efectuar una serie de operacio-
nes, muy usadas en la vida cotidiana. Si usted desea indicar cuantas lam-
paras hay en su casa, no ira diciendo: una en tal sitio; otra alli; etc., sino
que expresara el total de las mismas: seis ldmparas. ¢ Cémo lo habré efec-
tuado? Sencillamente, sumando las unidades de cada una de las cantida-
des. A éstas se les denomina SUMANDOS ; al numero obtenido (el seis en este
caso) SUMA O TOTAL, v a la operacién suMar. El signo que indica esta ope-
racion es una cruz antepuesta a cada uno de los sumandos ().

Tenemos ya definida una de las operaciones aritméticas:
SUMAR ES FORMAR UN NUEVO NUMERO CON LAS UNIDADES DE OTROS VARIOS.

Minuendo

\ /Sustraendo
5 - l o 47

Resto

RESTA

Supongamos ahora que se funde una de las cinco bombillas que tiene
cada lampara. Naturalmente, esta bombilla es inservible, y practicamente
es como si no la tuviera. ¢Como expresara que de las cinco sélo quedan
cuatro? Se valdra para ello de la RESTA, que consiste en quitar unidades
a un nimero determinado. Asi, si quitamos una unidad al nimero cinco,
quedaran cuatro. Observe que la resta es la operacién inversa de la suma,
ya que mientras en ésta afiadiamos unidades, en la resta las quitamos.

El numero al que deben restarsele unidades se denomina MINUENDO.
El que indica las unidades que deben restarse, SUSTRAENDO; y el resulta-
do de esta resta recibe el nombre de RESTO 0 DIFERENCIA. El signo de la
operacién es un guién, antepuesto al sustraendo (—).




RESTAR ES FORMAR UN TERCER NUMERO QUITANDO UNIDADES A OTRO.

Puede ocurrirle un caso extraordinario al efectuar una resta. Supon-

ga por un momento, que usted y yo convenimos en que le remitiré una-

docena de resistencias de determinado tipo. Al efectuar el paquete, me
encuentro que en existencia sélo tengo ocho resistencias. Me faltan cua-
tro para cubrir el pedido. ¢ Cémo indicaré la circunstancia de que adn le
debo cuatro? Aritméticamente, lo haré de esta forma: 8 — 12=-—4, o sea,
cuatro unidades que deben restarse aun (se lee «menos cuatro»). Esas
cuatro. resistencias representan para mi una cantidad NEGATIVA, porque,
al debérselas a usted, es como si yo no las tuviera. En cuanto reciba mas
resistencias de la fabrica, esas cuatro volaran hacia usted. Asi, suponien-
do que llegaran 100, sélo 96 quedarian en existencia para futuros pedidos.
De ahi que los niimeros precedidos del guién (—) se denominan NUMEROS
NEGATIVOS.

MULTIPLICACION

Hasta aqui hemos citado las dos operaciones elementales de la Arit-
mética. Todas las demds operaciones se basan en ellas. Claro que, como
suponemos que sumar y restar no tiene secretos para usted, no hemos
querido profundizar en leyes ni propiedades.

Veamos ahora, también a grosso modo, algunos casos particulares de
la suma y la resta, de los que deducimos nuevas operaciones.

Volvamos al ejemplo de las lamparas de su casa. Hemos convenido en
que cada ]lampara tenia cinco bombillas y que en total habia seis lampa-
ras. ¢Cuédntas bombillas hay, en conjunto, en su casa? Si cada lampara
tiene cinco, bastard con sumar seis veces cinco bombillas :

5+45+5+ 5+ 5+ 5=30 bombillas

Hemos supuesto un caso sencillo. Pero si en lugar de 6 lamparas hu-
biera, por ejemplo, 52, ¢no cree que seria un poco largo, anotar cincos
hasta un ndmero de 52? Para evitar esta faena tan engorrosa, recurrire-
mos a la multiplicacién, que no es otra cosa que una suma abreviada de
varios sumandos iguales. Asi, 6 veces cinco bombillas, seran 30 bombillas.
O bien, 52 veces 5 bombillas nos dardn 260 bombillas.

6 veces 5 — 30 bombillas
52 veces 5 — 260 bombillas

ELEC

TALLER

Para servir el pedido
faltan 4 resistencias. Ha-
bra una deuda de cuatro
unidades que, expresada
aritméticamente, serd un
ndmero negativo: — 4.

|
—
N
III
-

Minvendo —— > “

Sustraendo — i

Resto —

LES.

UNA MULTIPLICACION ES UNA SUMA ABREVIADA DE VARIOS SUMANDOS IGUA-

El sumando que se repite recibe el nombre de MurtIPLICANDO. El que

indica las veces que el multiplicando se repite, MULTIPLICADOR, y el resul-
tado, propUCTO. Tanto el multiplicando como el multiplicador son FacTo-
RES de la multiplicacién. Y el signo que indica esta operacién es una cruz
(X), o bien un punto (.), que se leen «por» (o multiplicado por).

6x5-

Seis veces cinco unidades
——
5+

— 1
5+5+5+5+5-30



Propiedad
conmutativa
de la
multiplicacién

Observe que tanto si indica 6 veces 5, como 5 veces 6, el producto si-
gue siendo el mismo. Esta propiedad se expresa de la siguiente forma:

EL ORDEN DE LOS FACTORES NO ALTERA EL PRODUCTO.
5 % 6 = 30 6 X 5—30

URURYRURY
URVRVRTRY
RURIRIRY
TRURTRIRY
TRVRVRIRS
TRVRVRIRY

30 bombillas distribui-
das por grupos de cinco,
nos permiten formar 6
grupos. Decimos que

30: 5=6

Hemos visto la forma de abreviar una suma de varios sumandos igua-
les. Pero ¢y si en lugar de una suma, fuera una resta, con varios sustraen-
dos iguales, la que quisiéramos abreviar? Nos bastara con multiplicar el
sustraendo por el nimero de sustraendos iguales, y el producto asi obte-
nido seria el sustraendo total que deberia restar. Si distribuimos las 30
bombillas en grupos de 5 (para cada lampara), quedaran sueltas:

30—5—5—5-—5—5—5= 0 bombillas

o sea, ninguna. Todas estaran colocadas en las lamparas.

DIVISION

Del ejemplo anterior, podemos deducir otra operacién.
Suponga que los datos que posee son las 30 bombillas, y que tiene que
distribuirlas en grupos de 5. ¢Cudntos grupos podra formar?

Hemos podido formar 6 grupos. Para hallar este resultado nos ha bas-
tado ir restando sucesivamente 5 bombillas de las 30 que poseiamos. ¢ No
cree usted que esto es también bastante engorroso, sobre todo si las can-
tidades son grandes? ¢No hay manera de abreviarlo? jSi! Podemos en-
contrar cuantos grupos se pueden formar con una cierta cantidad, sin ne-
cesidad de recurrir a tantas restas. Bastara para ello que acudamos a la
DIVISION. Esta operacién indica cuantas veces podemos restar una cierta

DIVIDIR ES HALLAR LAS VECES QUE UN NUMERO ES CONTENIDO POR OTRO.
La cantidad de la que debe restarse la otra se denomina DIVIDENDO. La
que debe restarse, DIVISOR, y la que indica las veces que puede restarse, hd

cantidad de otra. O dicho de otra forma:

COCIENTE. Los signos de dividir son los dos puntos (:) o bien un angulo *
recto , v se leen «dividido por». Signos de la
division

RRIRIRY
boeey
URVRTRIRY
AR
Geoow
A"

Al repartir 27 bombi-
llas en grupos de cinco
obtenemos una divisién
inexacta.

6

DIVISION EXACTA Y DIVISION INEXACTA

En toda divisién pueden ocurrir dos casos. Que al formar los grupos
no sobre ninguna cantidad, o que si sobre. Asi, en el supuesto anterior,
al efectuar el reparto de las 30 bombillas en grupos de 5, formédbamos 6
grupos exactos, sin que sobrara ninguna. A esta division se le llama p1vi-
SION EXACTA. Pero si en lugar de las 30 bombillas hubiera sélo 27, por
ejemplo, solo lograriamos formar 5 grupos enteros, y ain nos quedarian
2 bombillas, insuficientes para formar otro grupo. En este caso, la divi-
sién seria DIVISION INEXACTA, v la cantidad que sobra es el resto de la di-
vision.

Hemos estudiado las cpatro operaciones «fundamentales»: suma, res-
ta, multiplicacién y divisiéon. Ha repasado conceptos elementales, pero
que era necesario recordar, a fin de evitarnos posteriores dudas. Antes de
seguir adelante, le aconsejo relea de nuevo las explicaciones anteriores,
hasta fijar por completo conceptos y nombres. Le serda de mucha utilidad.

"
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POTENCIACION

Sigamos con las operaciones aritméticas. Nos toca ahora exponer la
potenciacion. ¢ Qué expresamos con el verbo potenciar? Al igual que ocu-
rria con la suma, podemos hallarnos en el caso de una multiplicacién de
varios factores iguales. Supongamos que sea ésta: .

4x4x4x4x4x4=4096.

Los factores iguales son seis (como podrian ser sesenta o mas), y el he-
cho de anotar todos los factores representa un buen trabajo. Para abre-
viarlo, indicaremos que el factor cuatro se repite seis veces, de esta for-
ma: 4%, o sea, cuatro a la sexta potencia: 4% = 4.096. De lo expuesto an-
teriormente, deducimos que:

Potencia

-4.096
Lm

[Exponente
6

INDIQUE OTRO NUMERO.

la POTENCIA.

POTENCIAR ES MULTIPLICAR UN NUMERO POR SI MISMO TANTAS VECES COMO

El factor que se repite es la Base. El namero que indica las veces que
se repite, el ExPONENTE. Finalmente, el resultado o producto obtenido, es

SUMA Y RESTA DE POTENCIAS

¢Y cémo se opera con potencias? Serd mejor que presentemos algu-
nos ejemplos, en los que entren cada una de las cuatro operaciones fun-
damentales. PARA SUMAR O RESTAR NUMEROS POTENCIADOS, NO HAY MAS RE-
MEDIO QUE HALLAR LA POTENCIA Y LUEGO RESTARLAS O SUMARLAS. Asi:

28 4 P = 8 + 9 17
33 4 3 =27 4 27 = 54
28 — 32 =16 — 9 = 7
A la potencia 2 se le denomina cuadrado; al 3, cubo. La expresion 52,

se lee cinco al cuadrado; 53, cinco al cubo. 5% cinco a la sexta potencia,
etcétera.

I

MULTIPLICACION DE POTENCIAS DE IGUAL BASE

En cambio, tanto en la multiplicacién como en la.divisién, pueden
darse algunos casos particulares. Por ejemplo, ST SE TRATA DE MULTIPLI-
CAR POTENCIAS DE IGUAL BASE, BASTARA SUMAR LOS EXPONENTES. La suma
que den sera el nuevo exponente del niimero. Sean:

5¢ X 53 — 54 + 3 __ 57
o sea, el producto de 5% por 5%, es idéntico al que nos daria elevando el
cinco a la séptima potencia. Observe que la base es siempre la misma.

MULTIPLICACION DE POTENCIAS DE IGUAL EXPONENTE

Si en lugar de la base fuera el exponente el que se mantuviera igual
—o0, dicho de otra forma, si tiene que multiplicar potencias de distinta
base, pero elevadas todas ellas al mismo exponente—, BASTARA CON MUL-
TIPLICAR LAS BASES, Y ELEVAR EL PRODUCTO A DICHO EXPONENTE. Vea un
ejemplo :

92 X 62 X 32 =(9 X 6 X 3P = 1622

62x 67= 69

Para multiplicar poten-
cias de igual base, basta
elevar dicha base a un
exponente igual a la suma
de los exponentes.

8'x3-24

Para multiplicar poten-
cias de igual exponente,
basta multiplicar las bases
y elevar el producto al
exponente que se repite.

7




7 7= 7"

Para dividir potencias
de igual base, basta elevar
dicha base a2 un exponen-
te igual a la diferencia de
los exponentes.

1-=1
1

2'-9
3 =3

725'=725

==
n=n

Cualquier ndmero ele;
vado al exponente 1, es
igual a si mismo.

1°=1
92'- 1
3 =1

451°=1

i

Todo ndmero elevado
al exponente cero, esigual
a la unidad.

8

PARENTESIS

En la expresién anterior puede apreciar que se ha usado, por primera
vez, el signo llamado PARENTESIS ( ). Con él se indica que todas las ope-
raciones que encierra expresan UN soLO numero. Asi (5 4 3) expresa el
numero 8. Mas adelante se indicara la forma de «suprimir» un parénte-
sis. De momento consideramos que lo mejor es efectuar las operaciones
que encierra.

DIVISION DE POTENCIAS DE IGUAL BASE

Volvamos a las potencias, tras este breve «paréntesis». Ya ha visto lo
que ocurre cuando, al multiplicar potencias, son iguales las bases o los
exponentes. Suponga que lo que intenta es dividir potencias. Si éstas tie-
nen igual BASE, efectuaremos la operacién inversa que en la multiplica-
cién; RESTAREMOS LOS EXPONENTES. De esta forma:

64 % 63:64'3:61:6
i Otra observacién importante! La potencia de grado 1 de cualquier
namero, es el mismo numero. ;Y es logico que asi sea! Si el exponente
indica las veces que debe multiplicarse por si mismo un ndmero, con el
exponente 1, sélo es una vez la que debe repetirse:
L6t =6
asi como 62 = 6 X 6 (dos veces)

Por lo tanto, puede decir, sin temor a equivocarse, que cualquier nu-
mero esta elevado a la potencia 1, ya que:

P=1 2=2 3IP=3ei
DIVISION DE POTENCIAS

Bien. El segundo caso en el que puede encontrarse, dividiendo poten-
cias, es el de potencias de igual exponente. BASTARA DIVIDIR LAS DOS BASES
Y ELEVAR EL COCIENTE AL EXPONENTE CITADO. Es el caso inverso al de la mul-
tiplicacién:

6% 1 3= (6 : 3)? = 2°
También puede efectuar la operacién a la inversa, o sea:
(6 53 =6 4 »®

DIVISION DE POTENCIAS DE IGUAL BASE E IGUAL
EXPONENTE

Y aqui tenemos el tercer caso: que bases y exponentes sean iguales
entre si. Es bastante dificil que se vea precisado a recurrir a él. Pero por
si acaso, vea mediante un ejemplo lo que ocurre:

5¢ 15— 5t =5 —1
CUALQUIER NUMERO ELEVADO AL EXPONENTE CERO ES IGUAL A UNO.

POTENCIAS DE EXPONENTE CERO

jLa potencia cero de cualquier nimero da siempre la unidad! Esta
circunstancia se explica facilmente, si observa que el cociente de dividir
dos nimeros iguales (5 : 5= 1) es 1. Y como por otra parte, la resta de
los exponentes nos da 0, debe convenir conmigo en que es légico que ocu-
rra lo que anteriormente le hemos expuesto: que la potencia de grado
cero de cualquier numero es igual a la unidad.



RADICACION

Con este ultimo caso hemos terminado la parte dedicada a la poten-
ciacién. Pero, como todas las opcraciones, la potenciacién también tiene
su inversa. Si con la primera buscdbamos el producto de una multipli-
cacién de varios factores iguales, ha de existir otra operacién en la que,
conociendo el producto de esos factores, asi como las veces que hemos
multiplicado el mismo factor, podamos hallar este factor. Por lo tanto, si
en la potenciacién efectuabamos varias multiplicaciones, aqui deberemos
«dividir» también varias veces (puesto que la division es la inversa de la
multiplicacion). Esta operacién se llama radicacion.

Signo de raiz

/— Indice
4

97.320

Radicando

DICANDO.

RADICAR ES HALLAR UN NUMERO LLAMADO RAIZ QUE, MULTIPLICADO POR
Sf MISMO TANTAS VECES COMO INDICA EL INDICE, DE POR RESULTADO EL RA-

El signo de esta operacién es V . Observe usted ahora un mismo
numero potenciado y radicando:
102=100 V100 = 10, porque, (10 X 10 = 100)
La cifra que en la potenciacién se denomina exponente, en la radi-
dicacién se convierte en INDICE. Aqui nos indica el grado de la raiz y se
coloca sobre el angulo en forma de V del signo.

La cantidad que en la potenciacién servia de base, en la radicacién se
transforma en RrRaiz y es el dato que buscamos.

Finalmente, la potencia es aqui el RADICANDO que se escribe debajo del
brazo horizontal del signo.

La principal aplicacién de la radicacién, o la mas practica, es hallar
la raiz cuadrada de cualquier numero. Se entiende por raiz cuadrada
cuando el indice es 2. Si por indice se coloca el 3, es raiz cubica; con el 4
tenemos la rafz cuarta o de cuarto grado, etc. No obstante, repito: la
unica que por ahora puede interesarle, es la extraccién de la raiz cua-

drada.

El indice 2 no se indica. Asi V 9  se leerd raiz cuadrada de 9. Los
. % 8 , L. r— . L 4 .
demas indices si se indican: raiz cubica; V raiz cuarta
etcétera.

EXTRACCION DE LA RAIZ CUADRADA DE UN NUMERO

Efectuaremos la explicacién sobre un

\ / 85.849 ejemplo.
Vamos a extraer, la raiz cuadrada del nu-

mero 85849.

Empezaremos por separar las cifras del nu-
8.58.49 mero, en grupos de a dos, a partir de la de-
recha.

/97

La raiz de tercer grado
o cubica (indice tres) de
27, sera un ndamero que
elevado a la tercera po-
tencia nos dé 27,

Este namero es el 3,
puesto que...

3x3x3=27

/97 -3

Esta igualdad la vere-
mos asi:

La raiz cdbica de 27 es
igual al nimero 3.



\/8.58.49 |2
_4 22=4
45.8 -

Ahora busque un namero que multiplicado
por si mismo (elevado al cuadrado) dé 8, o bien
se aproxime... El num. 22 = 4, y como 3?> =9,
ya es demasiado grande, tomaremos el 2, que
colocaremos como primera cifra de la raiz. El
producto 4, lo restaremos del 8.

El segundo grupo que encontramos, par-
tiendo de la izquierda, se coloca detras del res-
to anterior. Del niumero asi formado (458) se-
paramos la ultima cifra (45.8).

\/3.53.49 2
_4 22:__4

45.8 45:4

Y ahora, observe con atencién. Del grupo
anterior, tome las primeras cifras (45) y colo-
quelas, como le indico, en la zona de opera-
ciones.

Dicho numero debe dividirse por el DOBLE

del namero que tenga ya en la raiz. Como sélo
tenemos el 2, el doble de 2 es 4.

\/8.58.49 |2
—4 P
45.8 TEe=d
45:4=9
19

El cociente de dividir 45 por 4 es 11; pero
para nuestros fines el cociente maximo que se
admite es el 9, o sea, que un cociente de dos
cifras no sirve. Por tanto, debemos aceptar que
45 : 4=—9. Ya tenemos la segunda cifra de la
raiz.

Para conocer si efectivamente el cociente
hallado corresponde a la segunda cifra de la

raiz, formaremos un solo nimero con el divi-
sor y el cociente (4 v 9), asi: 49.

8.58.49 |29
—4 2°=4
45.8 =11
Ll 45:4=9
0174.9 m

Multiplicaremos dicho numero por el co-
ciente hallado (el 9 en este caso), con lo que
tendremos el producto 441. Este producto de-
bera ser siempre menor o igual que el grupo
formado con las cifras del radicando (458).
Como esta condicion se cumple, el 9 es efecti-
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vamente la segunda cifra de la raiz. Si el grupo
formado con las cifras del radicando hubiera
sido, por ejemplo, 407 (en lugar de 458), el pro-
ducto anterior (441) seria mayor que dicho gru-
po,y por tanto el 9 no nos serviria. Deberia-
mos tomar entonces el namero inmediatamente
inferior, que seria el 8. Y repitiendo el proce-
so: 48 X 8 = 384. Este producto si seria me-
nor que 407, y por tanto, la cifra valida seria
el 8. ¢De acuerdo?

Sigamos con el caso que resolvemos. El co-
ciente 9 se coloca tras el 2 que ya teniamos en
el lugar destinado a las cifras de la raiz. Y el
producto 441 se situa debajo del grupo 458, a
fin de restarlo de éste.

Y repitiendo el proceso anterior, formare-
mos un nuevo grupo con el resto anterior (17)
y las cifras que aun quedan del radicando
(49), siendo 1749 el nuevo numero. Separare-
mos la uiama ciira (9), y el namero 174 se si-
tia en la zona de operaciones.
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El doble de 29 es 58 (29 X 2 = 58), y el co-
ciente de dividir 174 por 58 es 174 : 58 = 3.
Comprobaremos si este cociente es valido

formando el grupo 583 y multiplicAndolo por
3 583 3¢ 3=1749.

Como el producto obtenido es igual al
grupo formado con las cifras del radicando
(1749), el cociente 3 corresponde a la tercera y
ultima de las cifras de la raiz buscada. Com-
probado esto, s6lo nos resta colocar el 3 detras
de las dos que ya teniamos, 293. Si deseamos
conocer también qué resto queda, o sea, la di-
ferencia existente entre el cuadrado de la raiz
hallada (293) y el namero que teniamos como
radicando (85.849), bastara con restar el ultimo
producto obtenido (1749) del ultimo grupo for-
mado con las cifras del radicando (1749). En
este caso no queda ningln resto, pucsto quc
1749 — 1749 = 0, lo que indica que 293* =
85.849. Si la ultima diferencia no es igual a 0,
diremos que la raiz es inexacta.

8.58.49 |29
-4 2L 4
45.8 e
—441 45:4=9
174.9 -
-i7ay SRS
0000 :
583%3=1749

Puede ocurrir que quede una cifra en el pri-
mer grupo de la izquierda, como en el caso an-
terior, o dos cifras. En ambos casos se sigue. el
mismo procedimiento.

La raiz cuadrada que hemos expuesto es
sencilla. Sélo constaba de tres grupos y ademaés
era exacta (no quedaba ningtn resto). No obs-
tante, todas son iguales en cuanto a la resolu-
cién; pero, claro, con mas o menos operacio-
nes, segun los grupos que se pueden formar.
Cuando en la raiz entran decimales hay una

DIVISIBILIDAD - MULTIPLO - DIVISOR

ligera variacién. En la leccidon 3.%, que tratara
de los decimales, le explicaré en qué consiste.
Por ahora practique con raices enteras sin de-
cimales.

Seguramente se preguntara por qué no ex-
pongo también cémo se halla una raiz de grado
mayor. En primer lugar, es complicadisimo; y
en segundo lugar, no deberd usarlo nunca, por
lo que considero que no es necesario llenarle
la cabeza de numeros para algo que luego no
debe utilizar.

Terminaremos la leccién con un nuevo tema: aplicacién de la divisién
exacta en la simplificaciéon de las operaciones, que se conoce por DIVISI-
BILIDAD. Pero primero definamos qué es un multiplo y un divisor. Al tra-
tar de la divisién exacta, vio usted que se conocia por tal a la divisién que
no deja ningun resto, y por tanto el divisor estaba contenido un nimero
exacto de veces en el dividendo. Cuando esto ocurre, podemos llamar
multiplo al dividendo, porque contiene exactamente al divisor. De no con-
tenerlo exactamente, de existir un resto, los dos ntimeros serian primos
entre si. Reciprocamente, bIVISOR de un numero es el que le divide exac-

tamente. Por ejemplo:

8 es multiplo de 2, porque 8 : 2 = 4 y no hay resto
y 2 es divisor de 8, porque 8 : 2 = 4, sin resto.
Como 4 X 2 = 8, deducimos que el producto de una multiplicacién
es MULTIPLO de los factores. Efectivamente, si divide el producto por uno

de los factores, el cociente sera el otro factor.




¢Qué aplicacion tiene la divisibilidad? Como la divisibilidad es la apli-
cacion practica de las propiedades de la divisién exacta, nos servira para
determinar caracteres o reglas para saber si un ntmero es divisible por
otro sin necesidad de efectuar la divisién. Los principales caracteres, los
que mas importancia tienen, son los de los once primeros nameros de la
serie natural. Mediante ellos, podremos conocer inmediatamente si un

numero es divisible por 2, por 3, por 4, etc. Ahi van:
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CARACTERES DE DIVISIBILIDAD

DIVISIBLE POR 2

PARA SER DIVISIBLE POR 2, EL NUMERO DEBE TERMINAR EN O O EN CIFRA
PAR: 2, 4, 6, 8.
564 . 2 = 282
120 2 = 60

DIVISIBLE POR 3
POR 3, CUANDO SUMANDO EL VALOR DE CADA CIFRA DA MULTIPLO DE 3.
4278; 4+ 2 +7+ 8=21
2 4 1==3, por lo tanto es divisible por 3
4278 : 3 = 1426

DIVISIBLE POR 4

POR 4, CUANDO LAS DOS ULTIMAS CIFRAS SON CEROS (00), 0 ES UN MULTI-
PLO DE 4.
35764 64 : 4 = 16, luego es divisible por 4.

35764 : 4 — 8941

DIVISIBLE POR 5
POR 5, CUANDO TERMINA EN O 0 EN 5.
225 : 5=45
1110 : 5 = 222

DIVISIBLE POR 6
POR 6, CUANDO ES DIVISIBLE, A LA VEZ, POR 2 Y POR 3.

Como 4.278 era divisible por 3, y también lo es por 2, (termina en ci-
fra par), ha de serlo por 6.
4278 : 6 = 713

DIVISIBLE POR 8

POR 8, CUANDO TERMINA EN TRES CEROS (000) 0 LAS TRES ULTIMAS CLFRAS
FORMAN UN MULTIPLO DE 8.

27. 208.Como 208 : 8 — 26 es divisible por 8
27. 208 : 8 = 3.401

DIVISIBLE POR 9

POR 9, CUANDO LA SUMA DE LOS VALORES DE SUS CIFRAS DA 9 0 MULTI-
PLO DE 9.
8.343 8 +34+443=18
1 + 8 =9 luego es divisible por 9
8.343 : 9 = 927




DIVISIBLE POR 11

UN NUMERO ES DIVISIBLE POR 11 CUANDO EL RESTO O DIFERENCIA ENTRE

LAS CIFRAS PAR'Y LAS CIFRAS DE LUGAR IMPAR ES MULTIPLO DE 11 6 O.

El ntimero 231, es multiplo de 11, por cuanto 2 4+ 1 =13,y 3 — 3 = 0.

También el nimero 2.607 es divisible por 11, ya que sumando las ci-
fras de lugar par 6 + 7=13, y restandoles las de lugar impar 2 + 0—2,

13 — 2 =11, nos da 11.

231

11 =21

2,607 : 11 = 237

Tabla de cuadrados y raices cuadradas de los 1.000 primeros nimeros

N.° |Cuadrado V N.°.|Cuadrado v N.° |Cuadrado Vv N.° [Cvadrado vV N.° |[Cuedrado v

1 1 1,000 | 51 2601 7,141 | 101 10201 10,050 | 151 22801 12,288 201 40401 14,197

2 4 1,414 ’ 52 2104 7,211 | 102 10404 10,099 | 152 23104 12,329 | 202 40804 14213

3 9 1,732 | 53 2809 7,280 | 103 10609 10,149 | 153 23409 12,369 1203 41209 14,248

4 16 2000 | 54 2916 7348 | 104 10816 10,198 | 154 23716 12410 | 204 41616 14,283

5 25 2236 | S5 3025 7416 | 105 11025 10247 | 155 24025 12,450 | 205 42025 14318

[ 36 2449 | 56 3136 7,483 1106 11236 10,296 | 156 24336 12,490 | 206 42436 14,353

7 49 2,646 | 57 3249 7,550 | 107 11449 10344 | 157 24649 12,530 | 207 42849 14,387

8 64 2828 | 58 3364 7,616 | 108 11664 10,392 | 158 24964 | 12,570 |208 43264 14,422

9 81 3,000 | 59 3481 7,681 | 109 11881 10,440 | 159 25281 12,609 | 209 43681 14,457
10 100 3,162 | 60 3600 9,746 | 110 12100 10,488 | 160 25600 12,645 |210 44100 14,491
11 121 3317 | 61 3721 7,810 | 111 12321 10,536 |161 25921 12,689 211 44521 14,526
12 144 3464 | 62 3844 7874 | 112 12544 10,583 | 162 26244 12,72y 212 44944 14,560
3 169 3,606 | 63 3969 7937 113 12769 10,630 f 163 26569 12767 |213 45369 14,594
14 1% 3742 | &4 4096 8,000 | 114 12996 10,677 | 164 26896 12,806 [214 45796 14,629
15 225 3873 | 65 4225 8,062 | 115" 13225 10,724 | 165 27225 12,845 | 215 46225 14,663
16 256 4000 | 66 4356 8,124 | 116 13456 10,770 | 166 27556 12,884 | 216 46656 14,697
17 289 4,123 | 67 4489 8,185 | 117 13689 10,817 | 167 27889 12923 | 217 47089 14,731
18 324 4243 | 68 4624 8246 | 118 13924 10,863 | 168 28224 12961 |218 47524 14,765
19 361 4359 | 69 4761 8307 | 119 14161 10,909 | 168 28561 13,000 | 219 47961 14,799
20 400 4472 | 70 4900 8366 | 120 14400 10,954 | 170 28900 13,038 | 220 48400 14,832
21 441 4583 | 71 5041 8,426 | 121 14641 11,000 |171 29241 13,077 | 221 48841 14,866
22 484 469 | 72 5184 8,485 | 122 14884 11,045 | 172 29584 13,115 222 49284 14,900
23 528 4796 | 73 5329 8544 | 123 15129 11,090 |173 29929 13,153 223 49729 14,933
24 576 4899 | 74 5476 8,602 | 124 15376 11,135 | 174 30276 13,191 224 50176 14,967
25 625 5000 | 75 5625 8,660 | 125 15625 11,180 | 175 30625 13,229 225 50625 15,000
26 676 5099 | 76 5776 8,718 | 126 15876 11,225 | 176 30976 13266 |226 51076 15,033
21 729 519 | 77 5929 8,775 | 127 16129 11,269 | 177 31329 13304 | 227 51529 15,066
28 784 5291 | 78 6084 8832 | 128 16384 11,314 |178 " 31684 13,342 228 51984 15,100
29 841 5385 | 79 6241 8,888 | 129 16641 11,358 | 179 32041 13379 | 229 52441 15,133
30 900 5477 | 80 6400 8,944 | 130 16900 11,402 | 180 32400 13416 230 52900 15,166
3 961 5568 | 81 6561 9,000 | 131 17161 11,445 | 181 32761 13454 | 231 53361 15199
32 1024 5,657 | 82 6724 9,055 | 132 17424 11,489 | 182 33124 13,491 | 232 53824 15231
33 1089 5745 | 83 6889 9,110 | 133 17689 11,533 | 183 33489 13,528 233 54289 15264
34 1136 583t | &4 7056 9,165 | 134 17956 11,576 | 184 33856 13,565 | 234 54756 15,297
35 1225 5916 | 85 7225 9219 | 135 18225 11,619 | 185 34225 13,601 | 235 55225 15,330
36 1296 6000 | & 7396 9274 | 136 18496 11,662 | 186 34596 13,638 | 236 55696 15362
7 1369 6,083 | 87 7569 9327 | 137 18769 11,705 | 187 34969 13,675 1237 56169 15,395
38 1444 6,164 | 88 7144 9,381 | 138 19044 11,747 | 188 35344 13,711 | 238 56644 15427
39 1521 6,245 | 89 7921 9434 139 19321 11,796 | 189 35721 13,748 | 239 SN2 15,460
40 1600 63251 %0 8100 9,487 | 140 15600 11,832 | 190 36100 13,784 | 240 57600 15,492
41 1681 6,403 | 91 8281 9,539 | 141 19881 11,874 | 191 36481 13,820 | 241 58081 15524
42 1764 6481 | 2 8464 9,592 | 142 20164 11,916 | 192 36864 13,856 | 242 58564 15,556
43r 2 1849 6551 1 93 8649 9,644 | 143 20449 11,958 | 193 37249 13,892 | 243 59049 15,588
@ 1936 6,633 | 94 8836 9,695 | 144 20736 12,000 | 194 37636 13928 |244 59536 15,620
45 2025 6,708 | 95 9025 9,747 | 145 21025 12,042 | 195 38025 13964 | 245 60025 15,652
46 2116 6,782 | %6 9216 9,798 | 146 21316 12,083 | 196 38416 14,000 | 246 60516 15,684
47 2209 6,856 | 97 9409 9.849 | 147 21609 12,124 (197 38809 14,036 | 247 61009 15,716
48 2304 6928 | 98 9604 9.899 | 148 21904 12,165 | 198 39204 14,071 | 248 61504 15,748
49 2401 7000 | 99 9801 9,950 | 149 22201 12,207 |19 39601 | 14,107 |249 62001 15,780
50 2500 7071 | 100 10000 10,000 | 150 22500 12,247 | 200 40000 14,142 ] 250 62500 1581t

Terminamos con la primera
leccion dando una tabla con los
cuadrados y raices cuadradas
de los mil primeros ndmeros.

Cuando precise conocer el
cuadrado o la raiz cuadrada de
un ndmero entero comprendi-
do entre el 1 y el 1.000 esta
tabla le dara directamente el
resultado.

TABLA
DEL 1 AL 250




CARACTERES DE DIVISIBILIDAD OMITIDOS

Habra observado que se ha omitido el nimero 7. La divisibilidad por
7, o sea, la forma de saber si un numero es divisible por 7 o no, es en-
gorrosa; resulta mads facil y practico efectuar la divisién. También he
omitido la divisibilidad por 10, ya que supongo que ésta se la sabra al
dedillo. Con que el namero termine en ceros, es suficiente para que sea

divisible por 10.

Todos los anteriores caracteres de divisibilidad tienen mucha aplica-
cién en los quebrados (de los que trataremos en la préxima leccién), por
lo que también le recomiendo que los repase hasta grabarselos en la me-

moria.
N.° |Cuadrado v N.* |Cuadrado Y N.° |Cvadrado v N.° |Cuadrodo \ N.° |Cuadrado \Y
251 63001 15,843 | 301 90601 17349 | 351 | 123201 18,735 | 401 | 160801 20,025 451 | 203401 21237
252 63504 15,874 | 302 91204 17378 | 352 | 123904 18,762 | 402 | 161604 20,050 [452 | 204304 21,260
253 64009 15,906 | 303 91809 17,407 1353 | 124609 18,788 | 403 | 162409 20,075 1453 | 205209 21284
254 64516 15,937 | 304 92416 17,437 | 354 | 125316 18815 | 404 | 163216 20,100 |454 | 206116 21,307
255 65025 15,969 | 305 93025 17,464 | 355 | 126025 18,841 | 405 | 164025 20,125 |ass | 207025 21,331
256 65536 16,000 | 306 93636 17493 | 356 | 126736 18,868 | 406 | 164836 20,149 456 | 207936 21,354
257 66049 16,031 | 307 94249 17,521 | 357 | 127449 18894 | 407 | 165649 20,174 |as7 | 208849 21378
258 66564 16,062 ] 308 94864 17550 | 358 | 128164 18921 | 408 | 166464 20,199 |4ss | 209764 21,401
259 67081 16,093 | 309 95481 17,578 | 359 128881 18,947 | 409 167281 20,224 [459 210681 21,424
260 67600 16,124 | 310 96100 17,607 | 360 | 129600 18,974 410 | 168100 20248 |460 | 211600 21,448
261 68121 16,155 | 311 96721 17,635 | 361 130321 19,000 | 411 168921 20273 |461 212521 21,471
262 68644 16,186 | 312 97344 17,663 362 | 131044 19,026 |a12 | 169744 20298 |462 | 213444 21,494
263 69169 16,217 313 97969 17,692 | 363 131769 19,053 413 170569 20322 |463 214369 21517
264 69696 16,248 |314 98596 17,720 | 364 | 132496 19079 1414 | 17139 20347 |464 | 21529 21,541
265 70225 16,279 |315 99225 17,748 | 365 | 133225 19105 1415 | 172225 20371 J465 | 216225 21,564
266 70756 16,309 | 316 99856 17,777 | 366 133956 19131 | 416 173056 20,396 |466 217156 21,587
267 71289 16,340 |317 100489 17,804 | 367 134689 19,157 | 417 173889 20,421 467 | 218089 21,610
268 71824 16370 |318 | 101124 17833 |368 | 135424 19,183 418 | 174724 20445 468 | 219024 21,633
269 72361 16401 1319 | 101761 17,861 {369 [ 136161 19,209 1419 [ 175561 20469 469 [ 219961 21,656
270 72900 16432 |320 | 102400 17,888 §370 | 136900 19235 f420 | 176400 20494 1470 | 220900 21,679
b1 73441 16462 |321 | 103041 17916 |371 | 137641 19261 421 | 177241 20518 [471 | 221841 21,702
m 73984 16,492 322 | 103684 17.944 |372 | 138384 19287 1422 | 178084 20543 |472 | 222784 21,726
273 74529 16523 323 | 104329 17972 |373 | 139129 19313 1423 [ 178929 20567 |473 | 223729 21,749
274 75076 16,553 |324 | 104976 18,000 |374 | 139876 19339 424 | 179776 20591 |474 | 224676 21,111
275 75625 16,583 1325 | 105625 18,028 |375 | 140625 19365 425 | 180625 20615 [475 | 225625 21,794
276 76176 16,613 326 | 106276 18,055 |376 | 141376 19391 426 | 181476 20,640 |476 | 226576 21,817
277 76729 16,643 327 | 106929 18,083 377 | 142129 19416 |427 | 182329 20664 |477 | 227529 21,840
P78 77284 16,673 |328 | 107584 18,111 |378 | 142884 19,442 428 | 183184 20,689 [478 | 228484 21,863
279 77841 16,703 329 | 108241 18,138 379 | 143641 19,468 [429 | 184041 20712 |479 | 229441 21,886
280 78400 16,733 |330 | 108900 18,166 |380 | 144400 19,494 430 | 184900 20736 [480 | 230400 21,909
281 78961 16,763 |331 | 109561 18,193 [381 [ 145161 19,519 |431 | 185761 20,760 |481 | 231361 21,932
282 79524 16,793 |332 | 110224 18,221 382 | 145924 19,545 |432 | 186624 20785 [482 | 232324 21954
283 80089 16,823 |333 | 110889 18,248 383 | 146689 19,570 [433 | 187489 20,809 [483 | 233289 21977
284 80656 16,852 1334 | 111556 18,276 |384 | 147456 19596 |434 | 188356 20,833 [484 | 234256 22,000
285 81225 16,882 ]335 | 112225 18,303 |385 | 148225 19,621 |435 | 189225 20857 [485 | 235525 22023
286 81796 16911 |336 | 11289 18330 |386 | 148996 19,647 |436 | 190096 20,881 |486 | 236196 22,045
287 82369 16941 377 | 142129 19416 |387 | 149769 19672 | 437 | 190969 20904 |487 | 237169 22,068
288 82944 16971 |338 | 114244 18,385 |388 | 150541 19,698 |438 | 191844 20928 |488 | 238144 22,091
289 83521 17,000 339 | 114921 18,412 |389 | 151321 19,723 |439 | 192721 20952 |489 | 239121 22,113
290 84100 17,029 |340 | 115600 18,439 |39 | 152100 19,748 | 440 | 193600 20976 490 | 240100 22,136
291 84681 17,059 |341 | 116281 18,466 |39t | 152881 19,774 441 | 194481 21,000 {491 | 241081 22,158
292 85264 17,088 |342 | 116964 18493 [392 | 153664 19,799 | 442 | 195364 21,024 |492 | 242064 22,181
293 85849 17,117 |343 | 117649 18520 |393 | 154449 19.824 |443 | 196249 21,048 [493 | 243049 22204
294 86436 17,146 | 344 | 118336 18,547 |394 | 155236 19,849 |444 | 197136 21071 |494 | 244036 22,226

TABLA 295 87025 17,176 |345 | 119025 18,574 |395 | 156025 19875 |445 | 198025 21,095 495 | 245025 22,249

DEL 251 AI_ 500 296 87616 17205 |346 | 119716 18601 |396 | 156816 19,900 |446 | 198916 21,118 496 | 246016 22211
297 88209 17234 |347 | 120409 18,628 |397 | 157609 19925 [447 | 199809 21,142 497 | 247009 22293
298 88804 17,263 |348 | 121104 18,655 |398 | 158404 19,950 |448 | 200704 21,166 498 | 248004 22316
299 89401 17292 |349 | 121801 18,681 [399 | 159201 19,975 |449 | 201601 21,189 499 | 249001 22338
300 90000 17320 |350 | 122500 18,708 |400 | 160000 20000 |450 | 202500 21213 [s00 | 250600 22,361
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N.° [Cuadrade \Y N.° |Cuadrado Y N.° |Cvadrado \% N.° |Cuadrado \Y% N.° |Cuodrado \Y

501 251001 22,383 | 551 303601 23473 | 601 361201 24,515 | 651 423801 25,515 | 701 491401 26,476
502 252004 22,405 | 552 304704 23,495 | 602 362404 24536 | 652 425104 25,534 | 702 492804 26,495
503 253009 22,428 | 553 305809 23,516 | 603 363609 24,556 | 653 426409 25554 | 703 494209 26,514
504 254016 22,450 | 554 | 306916 23537 | 604 | 364816 24,576 | 654 | 427716 25,573 | 704 495616 26,533
505 255025 22,472 | 555 308025 23,558 | 605 366025 24,597 | 655 425025 25,593 | 705 497025 26,552
506 256036 22494 | 556 309136 23,580 | 606 367236 24,617 | 656 430336 25,612 | 706 498436 26,571
507 257049 22517 | 557 310249 23,601 | 607 368449 24,637 | 657 431649 25,632 | 707 499849 26,589
508 258064 22,539 | 558 311364 23,622 | 608 369664 24,658 | 658 432964 25,651 | 708 501264 26,608
509 259081 22561 | 559 312481 23,643 | 609 370881 24,678 | 659 434281 25,671 | 709 502681 26,627
510 260100 22,583 | 560 313600 23,664 | 610 372100 24,698 | 660 435600 25,690 | 710 504100 26,646
511 261121 22,605 | 561 314721 23,685 | 611 373321 24,718 | 661 436921 25710 | 711 505521 26,665
512 262144 22,627 | 562 315844 23,706 | 612 374544 24,739 | 662 438244 25729 | 712 506944 26,683
513 263169 22,649 | 563 316969 23,728 | 613 375769 24,759 | 663 439569 25,749 |13 508369 26,702
514 264196 22,672 | 564 318096 23,749 | 614 376996 24,779 | 664 440896 25,768 | 714 509796 26,721
515 265225 22,694 | 565 319225 23,770 | 615 378225 24,799 | 665 442225 25,788 | 715 511225 26,739
516 266256 22716 | 566 | 320356 23,791 | 616 379456 24,819 | 666 | 443556 25,807 |716 512656 26,758
517 267289 22,738 | 567 321489 23,812 | 617 380689 24,839 | 667 | 444889 25,826 |717 514089 26,7177
518 268324 22,760 | 568 322624 23833 | 618 381924 24,860 | 668 446224 25846 1718 515524 26,795
519 269361 22,782 | 569 323761 23,854 1619 383161 24,880 | 669 447561 25865 719 516961 26,814
520 [ 270400 22,803 | 570 324900 23,875 | 620 384400 24,900 | 670 448900 25,884 | 720 513400 26,833
521 271441 22,825 | 571 326041 23,89 | 621 385641 24,920 | 671 450241 25904 |721 519841 26,851
522 272484 22,847 | 572 327184 23916 | 622 386884 24,940 ) 672 451584 25923 |722 521284 26,870
523 273529 22,869 | 573 328329 23,937 | 623 388129 24,960 | 673 452929 25942 |723 522729 26,889
524 274576 22,891 | 574 239476 23,958 | 624 389374 24,980 | 674 454276 25961 |724 524176 26,907
525 275625 22913 | 575 330625 23,979 | 625 390625 25,000 | 675 455625 25,981 |725 525625 26,926
526 276676 22935 | 576 331776 24,000 | 626 391876 25,020 | 676 456976 26,000 726 527076 26,944
527 277729 22956 | 577 332929 24,021 | 627 393129 25,040 | 677 458329 26,019 727 528529 26,963
528 278784 22978 | 578 334084 24,042 | 628 394384 25,060 | 678 439684 26,038 1728 529984 26,981
529 279841 23,000 | 579 335241 24,062 | 629 395641 25,080 | 679 | 461041 26,058 1729 531441 27,000
530 280900 23,022 | 580 336400 24,083 | 630 396500 25,100 | 680 | 462400 26077 |730 | 532900 27,018
531 281961 23,043 | 581 337561 24,104 | 631 398161 25,120 | 681 463761 26,096 731 534361 27,037
532 283024 23,065 | s82 338724 24,125 | 632 399424 25,140 | 682 465124 26,115 |732 535824 27,055
533 284089 23,087 | 583 339889 24,145 | 633 400689 25,159 | 683 466489 26,134 |733 537289 27,074
534 285156 23,108 | 584 341056 24,166 | 634 401956 25,179 | 684 467856 26,153 |734 538756 27,092
535 286225 23,130 | 585 342225 24,187 | 635 403225 25,199 | 685 469225 26,172 |735 540225 27111
536 287296 23,152 | 586 343396 24207 | 636 404496 25219 [ 686 | 47059 26,192 1736 | 541696 27,129
537 288369 23,173 | 587 344569 24228 | 637 405769 25239 | 687 471969 26,211 4737 543169 27,148
538 289444 23,195 | 388 345744 24249 | 638 | 407044 25259 | 688 | 473344 26,230 |738 544644 27,166
539 290521 23,216 | 589 346921 24,269 | 639 408321 25,278 | 689 474721 26,249 |739 546121 27,185
540 291600 23,238 | 590 348100 24290 | 640 409600 25298 | 690 476100 26,268 |740 547600 27,203
541 292681 23259 | 591 349281 24310 | 641 410881 25318 | 691 477481 26,287 |741 549081 27221
542 | 293764 23281 | 592 [ 350464 24331 642 | 412164 25338 |692 | 478864 26306 1742 | 550564 27,240
43 | 294849 | 23302 [593 | 351649 | 24352 |643 | 413449 | 25357 (693 | 480249 | 26325 |7a3 | ssaoa0 | 27258
4| 295936 | 23324 |594 | 352836 | 24372 |644 | 414736 | 25377 (694 | 481636 | 26344 |7a4 | ss3sz6 | 27276
545 297025 23345 | 595 354025 23,393 | 645 416025 25,397 | 655 488025 26,363 |745 555025 27,295
546 | 298116 | 23367 |596 | 355216 | 24413 |6d6 | 417316 | 25416 |696 | 484416 | 26382 |746 | sse516 | 27313
547 299209 23388 | 597 356409 24,434 | 647 418609 25436 | 697 485809 26,401 |747 558009 27331
548 | 300304 | 23409 [598 | 357604 | 24454 648 | 419904 | 25456 (698 | 487204 | 26420 |7a3 | ssos04 | 27350
549 301401 23,431 | 599 358801 24,474 | 649 421201 25475 | 699 | 488601 26,439 |749 561001 27,368
550 302500 23,452 | 600 | 360000 24,495 | 650 422500 25495 | 700 | 490000 26,457 |750 562500 27,385
N.° | Cuadrado \ N.° |Cuvadrado \Y N.° |Cuadrado \Y N.° |Cuadrado A N.° | Cuadrado Y

751 564001 27,404 | 801 641601 28,302 851 724201 29,172 | 901 811801 30,017 | 951 904401 30,838
752 565504 27,423 | 802 643204 28,320 | 852 725904 29,189 | 902 813604 30,033 | 952 906304 30.854
753 567009 27,441 | 803 644809 28,337 | 853 727609 29,206 | 903 815409 30,05C | 953 908209 30871
754 | 568516 27,459 | 804 646416 28355 | 854 729316 28223 | 904 817216 30,067 | 954 910116 30,887
755 570025 27477 | 805 648025 28,372 | 855 731025 29,240 | 905 819025 30,083 | 955 912025 30,503
756 | 571536 27,495 | 806 649636 28390 | 856 732736 29257 | 906 820836 30,100 | 956 913936 30919
757 573049 27514 | 807 651249 28,408 | 857 734449 29,275 | %07 822649 30,116 | 957 915849 30,935
758 574564 27,532 | 808 652864 28,425 | 858 736164 29292 | 908 824464 30,133 | 958 917764 30,952
759 | 576081 27,550 | 809 | 654481 28,443 1859 | 737881 29309 | 909 | 826281 30,150 | 959 | 919681 30,968
760 | 577600 27,568 | 810 | 656100 28,460 | 860 | 739600 29326 {910 | 828100 30,166 | 960 | 921600 30,984
761 | 579121 27,586 | 811 | 657721 28,478 | 861 | 741321 29343 | 911 | 829921 30,183 | 961 | 923521 31,000
762 | 580644 27,604 | 812 659344 28,496 | 862 | 743044 29,360 | 912 831744 30,199 | 962 925444 31,016

TABLA
DEL 501 AL 750

TABLA
DEL 751 AL 1.000
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763
764
765
766
767
768
769

m
72

T4
775
TI6

718
kel
780
781
782
783
784
785
786
787
788
789
79
1
792
793
794
795
796
797
798
799
800

582169
583696
585225
586756
583289
589824
591361
592900
594441
595984
597529
599076
600625
602176
603729
605284
606841
608400
609961
611524
613089
614656
616225
6177%
619369
620944
622521
624100
625681
627264
628849
630436
632025
633616
635209
636804
638401
640000

762
27,640
27,659
21671
27,695
271713
2,731
21,749
21,161
21,185
21,803
27821
27,839
21851
21875
27,893
77911
21929
27,946
27964
21982
28,000
28,018
28,036
28,053
28071
28,089
28,107
28,125
28,142
28,160
28,178
28,19
28213
28231
28,249
28267
28284

813
814
815
816
817
818
819
820
821
822
823
824

826
827
828
829
830
831
832
833
834

836
837
838
839

841
842
843

845

847
848
849
850

660569
662596
664225
665856
667489
669124
670761
672400
674041
675684
677329
678576
680625
682276
683929
685584
687241
688900
690561
692224
693889
695556
697225
698896
700569
702244
703921
705600
707281
708964
701649
712336
714025
715716
717409
719104
720801
722500

28513
28531
28,548
28,566
28,583
28,601
28,618
28,636
28,653
28,670
28,688
28,705
28,723
28,740

28,758

28,775
28,792
28,810
28,827
23,844
28862
28,879
28,89
28914
28931
28,948
28,965
28,983
29,000
29,017
29,034
29,052
29,069
29,086
29,103
29,120
29,138
29,155

BEE

866
867

869
870
871
872
873
874
875
876

878
879
880
881
882
883

885
886
887
388
889
850
891
892
893
894
895
89
897
898
899

744769
746496
748225
749956
751689
753424
755161
756900
758641
760384
762129
763876
765625
767376
769129
770884
772641
774400
776161
T77924
779689
781456
783225
784996
786769
788544
790321
792100
793881
795664
797449
799236
801025
802816
804609
806404
808201
810000

29377
2939
29,411
29,428
29,445
29,462
29479
29,496
29513
29,530
29,547
29,563
29,580
29597
29,614
29,631
29,648
29,665
29,682
29,698
29,715
29732
29,749
29766
29,782
2979
29.816
29,833
29,850
29,866
29,883
29,900
29917
29933
29,950
29,967
29,983
30,000

913
914
915
916
917
918
919
920
921
922
923
924

926
927
928
929
930
931
932
933
934
935
936
937
938
939

941
942
943
944
945
946
947
948
949
950

833569
835396
837225
839056
840889
842724
844561
846400
848241
850084

851928

853776
855625
857476
859329
861184
863041
864500
866761
868624
870489
872356
874225
87609
877969
879844
881721
883600
885481
887364
839249
391136
893025
894916
896809
898704
900601
902500

30,216
30.232
30,249
30,265
30282
30,298
30315
30331

30348
30364
30381

30397
30414
30,430
30447
30463
30479
30.496
30512
30529
30,545
30.561
30578
30594
30,610
30627
30,643
30,659
30,676
30,692
30,708
30,725
30,741

30,757
30,773

30,790
30,806
30,822

963

g3

966
967
968
%9
$70
9
972
973
974
975
976
977
978
979
980
981
982
983
984
985
986
987
988
989

991
992
993

995
99
997
998
999

927369
929296
931225
933156
935089
937024
938961
940900
942841
944784
946729
948676
950625
952576
954529
956484
958441
960400
962361
964324
966289
968256
970225
972196
974169
976144
978121
980100
982081
984064
986049
988036

- 990025

992016

994009
996004

998001
1000000

31,032
31,048
31,064
31,080
31,097
3113
31,129
31,145
31,161
31,177
31,193
31,209
31225
31,241
31257
31,273
31,289
31,305
31321
31337
31,353
31,369
31,385
31,401
31,417
31432
31,448
31,464
31,480
31,49
31512
31,528
31,544
31,559

31,575
31,591

31,607
31,624

TABLA (final)
DEL 751 AL 1.000




MATEMATICAS

Quebrados

Lectura

Comparaciéon de quebrados
Numeros mixtos
Simplificacion de quebrados
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El hilo a es la totalidad
del hilo. Si este todo lo
dividimos en 5 partes
iguales (b) y de estas par-
tes tomamos 3 (c) dire-
mos que tenemos 53 de a.

Leccion segunda

Quebrados - Lectura de quebrados - Comparacion de quebrados
Igualdad de quebrados - Condicién esencial de equivalencia - Quebrado
y divisién indicada - Quebrado equivalente a un entero - Expresion de
un entero en forma de quebrado - Quebrado equivalente a la unidad
Namero mixto - Conversién de un quebrado a mixto y de un mixto a
quebrado - Simplificacién de quebrados - Minimo coman mdaltiplo y
maximo coman divisor de dos ndmeros - Reduccidon de quebrados a un
comdn denominador - Operaciones con quebrados: Suma, resta, multipli-
cacion, division, potenciacion y radicacion de quebrados.

QUEBRADO

LLAMAMOS QUEBRADO AL NUMERO QUE INDICA PARTES ENTERAS DE '
TODO O DE UNA UNIDAD.

Nos encontramos muchas veces en la necesidad de expresar y ope-
rar con cantidades no enteras, para lo que nos valemos de los nimeros
quebrados.

Supongamos que para cierta instalacién necesitamos tres trozos de
hilo de igual longitud y que debemos cortar estos trozos de un rollc
que contiene hilo suficiente para conseguir no tres, sino cinco trozos dei
tamano que deseamos.

Es decir: podemos dividir en cinco partes iguales todo el hilo dis-
ponible, de las cuales solo consideramos tres a efectos de la operacién
a realizar.

¢Como expresamos que se ha dividido un todo (digamos unidad) en
cinco partes y que sélo operamos con tres de estas partes?

3
Lo expresaremos asi: —

5

Observe que se trata de dos numeros separados por un trazo hori-
zontal y que el numero inferior (el 5) indica las partes en que hemos
dividido el todo considerado, mientras que el numero superior (el 3)
nos dice cudntas de estas partes tomamos en consideracién.

El numero inferior recibe el nombre de DENOMINADOR.

El namero superior recibe el nombre de NUMERADOR.

LECTURA DE QUEBRADOS

Para leer cualquier quebrado se cita primero el numerador y luego
el denominador. El primero no presenta dificultad alguna, puesto que
basta decir el nombre del numero: uno, dos, tres, cuatro, etc. Pero para
los denominadores debe tenerse en cuenta lo siguiente.
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5
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2 (10| 1|12
13(14|15|16

Este grafico représenta
en su parte rayada los —

16
del cuadrado.

Es un quebrado<< 1

Este grifico representa
un quebrado ma or que
la unidad. Son —puesto
que hemos tomado 2 par-
tes de otro cuadrado.

l 6 Tenemos
ia totalidad
—: l del cuadrado

20
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1.° Si el denominador es 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9 ¢ 10 se lee medios (o
mitades), tercios, cuartos, quintos, sextos, séptimos, octavos, novencs y
décimos o décimas. Por ejemplo:

7
se lee SIETE NOVENOS.
9
16 )
se lee DIECISEIS TERCIOS.
3
3 2
se lee TRES DECIMAS.
10

2.° Si el denominador es superior a 10, se lee el namero normalmente
y se le afiade la terminacién avos. Por ejemplo:

23
se lee veintitrés, cuarenta y dos-avos.
42 -
\ \
8
ocho, once-avos.
11
345

-—— trescientos cuarenta y cinco, ochocientos setenta
874 y cuatro-avos.

3.° Los quebrados cuyo denominador es 10, 100, 1000, etc., se de-
nominan decimales, v se lee décimas, centésimas, milésimas, etc. Tra-
taremos en la préxima leccién de esta clase de quebrados.

COMPARACION DE QUEBRADOS

Todo niimero quebrado puede ser mayor, igual o menor que la uni-
dad. Para reconocer cudl de las tres cualidades corresponde a un deter-
minado quebrado, bastard con fijarse en los dos términos del mismo.

Si el numerador es menor que el denominador, ¢l gquebrado es tam-
bién menor que la unidad.

'«‘j

Si ambos términos, numerador v denominador, son iguales, el que-
brado es igual a la unidad.

Finalmente, si el numerador es mayor que el denominador, el que-
brado es mayor que la unidad.

L.as comparaciones anteriores tienen fécil explicacién. Como el de-
nominador es ¢l término que indica las partes en que se divide la uni-
dad, y el numerador el término que indica las partes que se toman de
esta division, se deduce que si el numerador es menor que el denomina-
dor indica que tomamos menos partes de las que hemos formado al
dividir la unidad.

3
Asi, — es menor que la unidad, puesto que soélo utilizdbamos tres
5 -
de las cinco partes en que dividiamos ¢l cable, v nos quedaban dos tro-
zos de cable sin usar.




Si en lugar de tres fueran cinco las partes que colocamos en la ins-
talacion, la expresién de tal circunstancia, en forma de quebrado, se-

ria —. Ambos términos son iguales, lo que indica que hemos usado
5

todas las partes en que se dividié el cable. Podemos afirmar que el que-
brado es igual a la unidad.

Finalmente, si en vez de una instalacién necesitdsemes efectuar dos,
con tres trozos de cable cada una, serian 6 los trozos de cable a em-
" plear. Ahora bien: de un cable sélo podriamos obtener 5 partes, insufi-
cientes para las dos instalaciones. Necesitaremos otro cable, idéntico
al anterior, que también dividiremos en 5 partes, de las que tomaremos
la que nos falta para completar las dos ingtalaciones. En forma de que-

brado, diremos que necesitibamos — de cable, expresién que serd ma-
5

yor que la unidad, puesto que hemos empleado un cable entero y un
trozo de otro.

Como ve, no ofrece ninguna dificultad reconocer si un quebrado es
mayor, igual o menor que la unidad; sus dos términos lo indican al pri-
mer golpe de vista.

Lo que no es tan facil de reconocer a simple-vista es la igualdad o
desigualdad de dos quebrados entre si. Naturalmente, si dos quebrados
tienen los mismos numeradores y denominadores sera evidente que am-
bos son iguales. Pero veamos qué ocurre cuando uno de los dos térmi-
nos o los dos a la vez son distintos.

IGUALDAD DE QUEBRADOS

Antes, empero, expliquemos que el signo > significa MAYOR QUE, €
indica que la cantidad de la izquierda es mayor que la situada a la
derecha del signo. Invirtiendo la situacién del vértice, < significa MENOR
QUE, e indica lo contrario: la cantidad de la izquierda es mas pequeiia
que la de la derecha. Recuerde siempre que la cantidad situada donde
esta el vértice del angulo es la menor.

Bien. SUPONIENDO DOS QUEBRADOS DE IGUAL DENOMINADOR, ES MAYOR EL
QUE TIENE MAYOR NUMERADOR.
35 23
.,
64 64

A igual numerador, es mayor el que tiene menor denominador.

18 18
>
22 . 57

Cuando numeradores y denominadores son distintos, ES MAYOR EL
QUEBRADO CUYO NUMERADOR, MULTIPLICADO POR EL DENOMINADOR DEL OTRO,
DA UN PRODUCTO MAYOR.

=

Ambos cuadrados los
consideramos divididos
en 16 partes. Considera-
mos cuatro partes del pri-
mero (—1-46—) y ocho par-
tes del segundo (T)

El segundo es mayor que
el primero. Decimos que
a igual denominador es
mayor el que tiene el nu-
merador mayor.
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La cantidad —%— del
cuadrado es mayor
que la cantidad —%—del
mismo cuadrado. De
dos quebrados con
igual numerador es
mayor el que tiene el
denominador mas pe-
queno.

3=3
7:3=

12___
15 12:15

Toda divisién puede
expresarse en forma de
quebrado. Todo quebrado
es una divisién indicada.

22

Por ejemplo: ¢cudl de estos dos quebrados es mayor?
11 17
—y —
23 35
Multipliquemos el numerador del primero por el denominador del
segundo y viceversa. Asi:
11 X 35=1385
17 X 23=1391
El numerador 17 es el que da mayor producto, por tanto
17 11

35 23
Siguiendo la regla anterior, podemos hallarnos ante un caso «extra».
Suponga que efectuia las multiplicaciones y se encuentra con que los dos
productos .son iguales. ¢Cual es el mayor? Evidentemente, ninguno;
se trata de dos quebrados iguales. Lo que ocurre es que ambos quebrados
expresan la misma cantidad, pero con diferentes numeros. En este caso,
decimos que se trata de QUEBRADOS EQUIVALENTES. Vea un ejemplo:

9 36
15 60
Efectuando las multiplicaciones:
9 X 60 =540
36 X 15=1540

El producto resultante es idéntico en ambos casos: se trata de dos
quebrados equivalentes o que expresan la misma cantidad.

CONDICION ESENCIAL DE EQUIVALENCIA

De lo dicho anteriormente deuucimos que:

DE UNO DE ELLOS POR EL DENOMINADOR DEL OTRO ES IGUAL AL PRODUCTO DE
LOS OTROS DOS TERMINOS.

D0OS QUEBRADOS SON EQUIVALENTES CUANDO EL PRODUCTO DEL NUMERADOR

9 36
——=——— por cuanto 9 X 60=15 X 36

15 60

TODO QUEBRADO EQUIVALE
A UNA DIVISION INDICADA

Toda divisiéon puede indicarse en forma de numero quebrado en el
cual el dividendo de la divisién se convierte en el numerador y el di-
visor en denominador. Asi, por ejemplo, la division 20: 4 puede escri-

. 20
birse asi: —.
4 E
Por contra, podemos expresar cualquier quebrado en forma de di-

vision normal :
274

es lo mismo que 274: 431,
431
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QUEBRADO EQUIVALENTE A UN ENTERO

Cuando en un quebrado determinado la divisién del numerador por

el denominador nos da un cociente entero ( =14:2=17), podemos
2

deducir, sin temor a equivocarnos, que tal quebrado equivale a un entero.

" No es necesario que efectuemos la divisién para reconocer si el co-

ciente es entero o no. Bastara que, recordando los caracteres de divisibi-

lidad explicados en la leccién anterior, compruebe si el numerador es

multiplo del denominador. :

EXPRESION DE UN ENTERO EN FORMA DE QUEBRADO

Podemos también efectuar la operacion inversa. Es decir, expresar un
entero en forma de quebrado. Teniendo en cuenta la propiedad anterior,
buscaremos cual es el denominador que nos interesa colocarle al entero.
Supongamos que el denominador sea 8 y el entero a convertir en que-
brado sea 6.

Como la condicién para que el quebrado sea igual a un entero se basa
en que el numerador sea multiplo del denominador, deberemos colocar
por numerador el producto del denominador 8 por el entero; y como
6 X 8 =48, tendremos: 48

6—_—
8

Expresar enteros en forma de quebrado, con el denominador que se

desee, no es nada dificil.

QUEBRADO EQUIVALENTE A LA UNIDAD

De la propiedad anterior también podemos deducir que para expre-
sar la unidad 1 en forma de quebrado bastara que denominador y nu-
merador sean iguales. Con el mismo denominador del ejemplo preceden-
te, 8, la unidad vendra expresada por:

1o
8
La afirmacion inversa, o sea, que un quebrado con numerador y de-
nominador iguales vale una unidad, es verdadera.

NUMERO MIXTO

LLAMAMOS NUMERO MIXTO AL QUE EXPRESA UNA CANTIDAD COMPUESTA POR
UNIDADES ENTERAS Y PARTES DE LA UNIDAD.
123

Si usted se encuentra, por ejemplo, con el quebrado , podra apre-
21

ciar a simple vista que es mayor que la unidad, por cuanto el numerador

es mayor que el denominador. Ahora bien, ¢a cuantas unidades corres-

ponde?

Efectuando la division tendremos: 123: 21 = 5.

Son cinco unidades enteras, pero nos sobra algo, puesto que el pro-
ducto 21 X 5=105y de 105 a 123 van: 123 — 105 =18. ¢Cual sera, pues,
la expresién exacta? No seria ni mas ni menos que ésta:

123 18

21 21

Todo quebrado con nu-
merador y denominador
iguales, expresa la unidad
entera.
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327

42

Para convertir un quebra-
do a mixto:

327 |42-
33 [7
_

33
42

Dividimos el numerador
por el denominador. El
cociente es la parte entera
del ndimero mixto. El res-
to es el numerador de la
parte quebrada. El deno-
minador es el mismo.

33

42

Para convertir un mixto
a quebrado efectuamos
la,operacién inversa.

7-42+33 327
- 42

24

42

Expresion que se lee: cinco unidddes y dieciocho veintiunavos; o bien
cinco, dieciocho veintiunavos. Observe que el resto (18) de la divisién
efectuada’ sirve como numerador de la parte quebrada. A este numero
se le conoce con la denominaciéon de NUMERO MIXTO, por estar compuesto
de parte entera y parte quebrada.

En resumen:

CONVERSION DE UN QUEBRADO A MIXTO Y VICEVERSA

Para convertir un quebrado mayor que la unidad en un numero
mixto, se efectua la division para obtener el cociente entero. Este co-
ciente es el entero del nimero mixto cuya parte quebrada tendrd el mis-
mo denominador que el quebrado de origen y por numerador el resto

de la divisién efectuada.

230
Por ejemplo: convertir en niimero mixto el quebrado —.

8
230: 8 =28 y sobra un restc de 6 unidades.
E] ntimero mixto buscado sera:

230 6
LT By - Yl

8 8

Puede también presentarse el caso inverso del ejemplo anterior.
O sea, que le den un numero mixto y deba transformarlo tnicamente
en quebrado. Para conseguirlo hara lo siguiente: Para hallar el numera-
dor debera multiplicar la parte entera por el denominador, sumando
al producto el numerador de la parte quebrada. Esta suma sera el nu-
merador definitivo del quebrado. Como denominador seguiremos usando
el mismo que habia.

18
Ejemplo: Convertir en quebrado la expresién 5——.

21
El numerador seréa:
(5% 21) 4+ 18—123
El denominador sera el mismo.
Luego:
18 123

21 21

SIMPLIFICACION DE QUEBRADOS

MINIMO COMUN MULTIPLO
Y MAXIMO COMUN DIVISOR DE DOS NUMEROS

Antes de entrar de lleno en el tema de la simplificaciéon de quebra-
dos, haremos un inciso a fin de dejar sentados un par de conceptos.

En la primera leccion indicamos lo que significaban los términos
multiplo y divisor. Pues bien, aparte de su uso en la divisibilidad, el
principal interés de los multiplos y divisores radica en la propiedad que
tienen algunos de serlo al mismo tiempo de dos numeros distintos.
Y quien dice dos, dice mds. A esta clase de multiplos y divisores se les
denomina comunes. Veamos un par de ejemplos:

‘R



El nimero 24 es a la vez multiplo de 2 y de 3, por cuanto:

2 12=24
IX 8=24
o bien .
24:2=12
24:3—= 8

Ambos nimeros, 2 y 3, estan contenidos un numero exacto de veces
en 24. Por lo tanto, 24 es a la vez multiplo (o multiplo comin) de 2
y de 3,

Si tomamos ahora los numeros 24 y 32, por ejemplo, veremos que
hay otros inferiores a ambos que los dividen exactamente. Asi, por
ejemplo:

24:8=—3 24:4=56 24:2=12
32:8=—=4 32:4=28 32:2=16

Los numeros 8, 4 y 2 son divisores comunes de 24 y 32.

No obstante, no es ésta la propiedad que realmente interesa. En la
practica se prescinde de gran numero de estos multiplos y divisores
comunes, tomando sélo en consideracién el menor y el mayor, respec-
tivamente, de éstos.

MINIMO COMUN MULTIPLO ES EL MENOR DE LOS MULTIPLOS COMUNES A DOS
0 MAS NUMEROS.,

MAXIMO COMUN DIVISOR ES EL MAYOR DE LOS DIVISORES COMUNES A DOS
0 MAS NUMEROS.

COMO HALLAR EL MAXIMO COMUN DIVISOR DE DOS NUMEROS

Empezaremos por hallar de una forma préactica el maximo comun
divisor de dos numeros cualesquiera.

Supongamos los numeros 328 y 544. A simple vista se aprecia que
ambos numeros no son divisores el uno del otro, ya que la divisién
544 : 328 deja un considerable resto.

Establecida esta premisa, dispondremos los dos numeros como si
se tratara de efectuar una divisién normal :

544 | 328
216 1
Con el resto 216 asi obtenido y el divisor formaremos una nueva di-
vision :
328 | 216
112 1
Repetiremos la operacion con el resto 112 y el divisor 216:
216 [ 112
104 1
Y otra con 104 y 112:
112 | 104
8 1
Finalmente
104 [ 8
0 13

Hemos llegado a un resto cero. Y ahora [ijese: EL MAXIMO COMUN
DIVISOR SERA EL ULTIMO DE LOS RESTOS HALLADOS QUE NO SEA CERO. El ultimo
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resto antes del O es el 8. Por tanto, éste sera el m.c.d. (abreviatura de ma-
ximo comun divisor) de los nimeros 328 y 544. Efectuaremos la prueba:
544 .8 —=68
328:8=41
Si el ultimo de los restos resultara ser la unidad, nos hallariamos
ante un caso particular entre dos numeros o mas. Cuando se da esta
circunstancia, ambos nimeros no tienen ningin divisor comtn superior
a 1. Vedmoslo a través de un ejemplo: 23 y 15,
23 | 15 15 L8 8 L7_ 7 L1
8 1 7 1 1 1 0o 7

El dltimo resto, que no sea cero, es 1. Y por ser éste el mdximo co-
mun divisor, se deduce que no puede haber ningun otro divisor comun
que sea superior a 1.

Se denomina primos entre si a los nimeros en los que concurre esta
circunstancia. Existe infinidad de nameros gue son primos con cualquier
otro que sea inferior a ellos. Como pura curiosidad, citaré todos los
numeros primos inferiores a 100.

13571113 17 19 23 29 31 37 41 43 4753 59 61 67 71 73 79 83 89 91 97.
MINIMO COMUN MULTIPLO

Conocido el m.c.d. de dos o mds numeros, es facil hallar el minimo
comun multiplo de los mismos, puesto que:

EL MINIMO COMUN MULTIPLO (M.C.M.) DE DOS NUMEROS ES IGUAL AL PRO-
DUCTO DE UNO DE ELLOS POR EL COCIENTE DE DIVIDIR EL OTRO POR EL M.C.D.
DE LOS DOS.

Efectivamente. Tomando los numeros 55 y 33, hallaremos primera-
mente el m.c.d. de ambos:

1 1 2 COCIENTES SUCESIVOS
55 33 22 11 DIVIDENDOS Y DIVISORES
22 11 0 RESTOS

m.c.d. de 55 y 33 =11
Después dividiremos el menor de los numeros por dicho m.c.d.:

33:11=—3 .
Y multiplicaremos el cociente por el mayor de los dos niimeros:
) 55 X 3=165
Comprobaremos ahora si 165 es multiplo de 55 y de 33 a la vez:
165:55=3
165:33 =5

Las dos divisiones son exactas, y por tanto 165 es efectivamente
multiplo comun de 55 y de 33.

SIMPLIFICACION DE QUEBRADOS

Volvamos, tras este largo inciso, al tema de que tratamos en esta
leccidén. Nos toca ahora uno de los capitulos méas practicos de los que-
brados. Estoy seguro que usted habra visto esos quebrados cuyos tér-
minos estdn compuestos por numeros de dos y mas cifras.
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Si le indicara que llevo ya instaladas las partes de un tendido

74
eléctrico, seguro que no sabria por dénde voy, ya que son demasiadas
las partes que entran en juego. ¢No hay un sistema con el que pueda
expresarse la misma cantidad pero en términos mas sencillos? En la
mayoria de los casos, si.

Si repasa el apartado en el que tratdbamos de la equivalencia (com-
paracién de quebrados), vera que existen ciertos quebrados que, aun
teniendo términos distintos, expresan las mismas cantidades, o sea, que
valen lo mismo. El problema se reduce, por tanto, a convertir los que-
brados con términos complicados en otros quebrados equivalentes cu-
yos términos sean mas sencillos.

METODO PRACTICO

El método més practico para reducir o simplificar quebrados es aten-
der a los caracteres de divisibilidad que explicamos en la primeéra lec-
7648

9642
dos términos iniciales 9642 y 7648 son divisibles por 2, por cuanto ter-
minan en cifra par (condicién esencial de la divisibilidad bor 2). Por lo
tanto podremos simplificarlo dividiendo por 2 su numerador y su de-
nominador :

cién. En el quebrado podemos apreciar a simple vista que los

7648 3824

9642 4821

En el quebrado equivalente hallado la divisibilidad por 2 no es po-
sible, por cuanto 4821 no termina en cifra par. Tampoco sera divisible
por 4 ni por 8, ya que 2! no es multiplo ni de uno ni de otro. Para
que fuese divisible por 3 seria necesario que 4 + 8 + 2 4+ 1 =15 fuera
multiplo de 3. ¢Lo es? 15:3=5. ;Si! El denominador 4821 es divisible
por 3; pero ¢y el numerador? Sumemos el valor absoluto de cada cifra:
34+ 8+2-+4=—17. La suma no es multiplo de 3. Por lo tanto, tampoco
podemos simplificar el quebrado equivalente con el divisor 3, por no ser
coruin a ambos términos.

Agotadas las posibilidades de reduccién o simplificacién mediante Jos
11 primeros numeros de la serie natural, deberemos acudir entonces al
m.c.d. de ambos términos, recordando siempre que para que sea posible
la simplificacién es necesario que numerador y denominador se dividan
por el mismo niimero. Al ultimo quebrado obtenido se le denomina
irreducible.

REDUCCION DE QUEBRADOS A COMUN DENOMINADOR

Si désedmos transformar dos o méas quebrados en otros que, aun
siendo equivalentes a los iniciales, tengan la propiedad de que sus de-
nominadores sean todos iguales (cuya aplicacién practica vera cuando
tratemos de las operaciones con quebrados), habremos de acudir a la
reduccion a un comiin denominador.

Existen dos sistemas de reduccién a comun denominador:

1.° Tomando como comun denominador el producto. de todos los de-
nominadores.
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2.° Tomando como comun denominador el m.cm. de los denomi-
nadores.

Valgamonos, para su explicacién, de algunos ejemplos. Supongamos
que los quebrados a reducir son:

24 4 3
66 9 11
En primer lugar, deheremos atender a si pueden o no simplificarse.
3
Los dos ultimos quebrados — y —— no tienen simplificacién alguna.
9 11

En cambio, observaremos que ambos términos del primero terminan en
cifra par. Se impone la simplificacién dividiéndolos por 2.

24:2 12
66:2 33

Los términos de este quebrado equivalente son divisibles por 3;
luego 12:3 4
33:3 11

Hemos llegado a un quebrado irreducible.
Efectuaremos por tanto la reduccién a comin denominador con los

quebrados:

3 4 24
——, — y —— (este ultimo equivalente a

11 9 11 - 66
Emplearemos el primer método: El producto de todos los denomi-
nadores es:

)

11 X 9 X 11 = 1089
Este producto serd el denominador que colocaremos a cada uno de
los quebrados equivalentes que hallaremos a continuacién. Obtendre-
mos los numeradores correspondientes a cada uno de los anteriores que-
brados wmultiplicando el numerador respectivo por todos los denomina-
dores, menos el suyo.
Asi, el primer numerador serd:
39X 11=297
El segundo:
4% 11 x 11 =484
Y el tercero:
4% 9% 11=39
Con lo que los quebrados quedarian de esta forma:
3 297 4 484 4 396

— i, 5 P

11 1089 9 1089 11 1089

Todos los quebrados cquivalentes hallados tienen el mismo denomi-
nador. Ahora sélo restaria reducirlos, teniendo en cuenta que el denomi-
nador ha de seguir siendo igual para todos ellos. Veamos si hay alguna
posibilidad. El primer numerador es multiplo de 11 (por cuanto 2 ++ 7=
=9,y 9—9=0). El segundo numerador también es multiplo de 11
(4 +4=28; 8—8=0). EI tercer numerador sigue siendo multiplo de
11 34+6=9;9—9=0). Y finalmente ¢l denominador también es mul-
tiplo de 11 (8 +1=9; y como 9 +0=9; 9—9—0). Por tanto, 11 es
divisor de todos los miembros.
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Efectuando las divisiones, nos quedamos con:
- 297:11 27 484: 11 44 396: 11 36

1089: 11 99 1089: 11 99 1089: 11 99
Los tres quebrados son ya irreducibles, si queremos seguir con el de-
nominador comun a todos. En resumen:

3 4 4 297 484 396 27 44 36
119 11 1080 1089 1089 99 99 99
respectivamente.

Con este sistema tiene mas que suficiente para resolver cuantos casos
se le presenten, por lo que creo innecesario explicar el segundo sistema.
En los capitulos de Algebra aplicaremos, por lo contrario, este ultimo,
consistente en utilizar el m.c.m. de los denominadores. Por dicho moti-
vo, he creido oportuno mencionarlo aqui, para que luego no le coja de
sorpresa.

OPERACIONES CON LOS QUEBRADOS
SUMA

Para poder sumar quebrados, necesitamos que todos ellos tengan un
mismo denominador, o sea, que estén referidos a una misma «unidad
fraccionaria», como suele llamarse al denominador.

Por tanto, pueden presentarsenos tres casos:

1.° Que tengamos que sumar quebrados que ya tengan el mismo
denominador.

2.° Sumar quebrados con distinto denominador.

3.° Sumar numeros mixtos.

Analicemos cada uno de los citados casos. Cuando se trata de sumar
quebrados cuyo denominador es comin, bastara con sumar los numera-
dores, y colocar el denominador inicial a esta suma.

3 6 9 34649 18

9 9 9 9 9
Si el denominador, por lo contrario, es distinto para todos los que-
brados a sumar, deberemos primeramente reducirlos a comun denomi-
nador, segin el sistema que usted ya vio, y luego efectuar la suma como
en el caso precedente.

3 5 7 IX8X9 5X4X%X9 7TX4X38
. + + e

4 8 9  4X8X9 8X4X9 9X4XS8
216 180 224 620

S S
288 288 288 288
Finalmente, si se trata de sumar nimeros mixtos, podremos hallarnos
con dos casos:
1.° Sumar Unicamente nimeros mixtos.
2.° Que entre los sumandos haya algun entero.
Veamos el primer caso por medio de un ejemplo. Supongamos los nu-

7
meros mixtos 3—; 6 —; y 5—, que deseamos sumar. Podemos efec-

2 9 3

hH([)=7

3 3_J?

—_——

9 7 -

No podemos sumar va-
sos con libros, como no
podemos sumar novenos
con séptimos. Son frac-
ciones de distinto nume-
rador.

21 27 48
63 63 63

Para sumar los dos que-
brados debemos transfor-
marlos en otros equi-
valentes con el mismo
denominador.
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tuarlo de dos maneras: reduciendo el niimero mixto a un quebrado, o
sumaindo por separado entéros y quebrados.

a) Reduciéndolos a quebrados:

Se multiplica el nimero entero por el denominador :

3IX2=6 6 X9=>54 5X3=15
Al producto se le afiade el numerador:
6+1=7 54 | 7=61 154+ 2=17

Esta suma serd el nuevo numerador, al que se colocara el denomina-
dor que tenia en la parte quebrada:

7 61 17
2 9 3
O sea:
5 1 7 7 61 2 17
2 2 9 9 3 3
Y ahora el caso se resuelve reduciendo a comun denominador los tres
quebrados: . 2
1 61 17 7X9%X3 61 X 2X 3 17X 2X9
—t—t—= + + -
2 9 3 2X9%3 9% 2X3 3X2X9
189 366 306 861

54 54 54 54
Si deseamos saber cuantos enteros tenemos, dividiremos el numera-
dor por el denominador:
861 | 54

321 15
51
El cociente indica la parte entera, 15. Y con el resto de la division
como numerador, y el divisor como denominador, formaremos la parte
quebrada de este nuevo ndmero mixto, que serd la suma de los tres
dados:
1 7 2 7 61 17 861 51
3 bt S = — = =S
2 9 3 2 9 3 54 54 a,
Tambien podriamos recurrir a sumar por separado enteros y que-
brados de los ntmeros mixtos:
3464 5-—14
1 7 2 I1X9%3 7YX 2X3 2X2X9
—t—t—= + + =
2 9 3 259 3 99X 2X3 3X2X%9
27 42 36 105
54 54 54 54
En este ultimo quebrado, por ser el numerador -mayor que el deno-
minador, habra una porcién entera. Efectuando la divisién como en el
caso anterior, tenemos:

105 |54
51 1
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51
Tenemos un entero mas y como parte quebrada ——. Sumando este

54
entero a los 14 que sumaban los mixtos, tendremos finalmente :
14+ 1=15
Y el resultado
51
15—
54

es idéntico al hallado con el otro sistema.

Si entre los sumandos mixtos hay algin entero, sin porcién quebrada,
el segundo de los sistemas explicados anteriormente no presenta proble-
ma alguno, puesto que los enteros los sumabamos por separado; pero
en el primero si, ya que nos encontramos con un sumando sin denomina-
dor alguno. Ahora bien, todo entero puede expresarse en forma de que-
brado colocandole como denominador la unidad. Asi, 7 unidades puede

indicarse asi en forma de quebrado: —7 El problema, pues, se reduce a
1

indicar el nimero entero en forma de quebrado, reducir todos los quebra-

dos a comun denominador, hallar la parte entera efectuando la divisién

del numerador por el denominador, v jliste!

-RESTA

En la resta encontramos los mismos casos que en la suma, y su reso-
lucién también es idéntica a la que se daba para ésta.

Con quebrados de idéntico denominador, se restan los numeradores y
se coloca el mismo denominador.

7 5 7—35 2

9 9 9 9

Con quebrados de distinto denominador, se reducen éstos a comun de-
nominador y se restan luego los numeradores.

2 3 2%x5 3x3 10 9 10—9 1

3 5 3%x5 3%x5 15 15 15 15

Puede ocurrirnos que debamos restar un quebrado de otro menor
que él:
3 2 3x3 2% 3 9 10 9—10 1

5 3 5%3 5x3 15 15 15 15

El resultado, entonces, es un nitmero negativo precedido, como es na-
tural, del signo menos (—).

MULTIPLICACION

La multiplicacién de quebrados no presenta dificultad alguna, por
cuanto en esta operacién no debe recurrir a la reduccién a comin de-
nominador. PARA MULTIPLICAR DOS O MAS QUEBRADOS, BASTA CON MULTIPLI-

CAR LOS NUMERADORES ENTRE S{ Y TAMBIEN LOS DENOMINADORES ENTRE Sf.

31



7.4_35

~
® N

125 48

Una forma de recordar
la regla de la divisidn
de quebrados es pensar
que deben multiplicarse
en cruz: numerador por
" denominador, igual a nu-
merador

32

El primer producto (producto de los numeradores) sera el numerador de
la fraccién o quebrado resultante, mientras el segundo producto (pro-
ducto de 18s denominadores) sera el denominador de este quebrado re-

sultante ; by
7 8X7) - 56

8
9 3 (9x3) 27
2 4 8 (2% 4 X 8) 64
— X —X = =
"3 7 13 (3 X 7xX13) 273
Si hay parte mixta, se reduce el namero mixto a quebrado; se opera

de igual forma que con quebrados s6lo y luego se halla la parte entera
del quebrado resultante,

3 2 B3x4)+3 2 15 2 15 x 2 30

o IV R i EF P S

4 5 4 5 4 5 4 %5 20

10 1
30:20—1; resultado: 1 ———1—
. 20 2

Si uno de los factores es entero, se multiplica éste por el numerador

del quebrado y el producto obtenido se coloca como numerador del que-

brado resultante.
27 8 X 27 216
8 >< _ —
35 35 35

6
216:35=26: resultado: 6 ——
DIVISION 35

En la divisién debe tenerse muy en cuenta la posicién del dividendo y
del divisor, ya que una alteracién de ambos produciria un resultado falso.
Para resolver la division, se multiplica el numerador del dividendo por
el denominador del divisor. Este producto nos servira de numerador para
el quebrado resultante.

El producto del denominador del dividendo por el numerador del
divisor servira, por tanto, de denominador resultante. Observe unos cuan-
fOs casos:

3.7 3x1 33
s 1 sx71 35
12 37 _12x51_ 62 57
15 51 15%37 555 555
El cociente de i: z es A . Si invertimos los dos términos del

5 1 35 11
divisor, conviriiendo al numerador en denominador y viceversa, —,
7
y cambiamos el signo dé dividir por el de multiplicar (o sea, multiplica-
mos los dos quebrados, en lugar de dividirlos), veremos que nos da el
mismo resultado:




3 11 3 x 11 33
—>< — —
5 7 5X7 35

¢Qué consecuencia practica podemos obtener de esta observacién?
Para no gquivocarnos en el resultado, al efectuar una divisién, lo mejor
es invertir los términos del divisor y multiplicar los dos quebrados. De
esta forma, el numerador y el denominador del quebrado resultante se-
rans los correctos. No le extrafie que recalque con tanta insistencia la
conveniencia de vigilar el orden de colocacién de numerador y denomina-
dor. Observe con un ejemplo cémo puede cambiar el resultado de la
operacion, si alteramos el lugar que le corresponde a cada uno de los
quebrados :

2 5 2x8 16
78 7xs 35

52 5x7_3%5 3
8 7 8x2 16 16

Como ve, el resultado es completamente distinto, aun cuando los dos
guebrados iniciales sean los mismos.

NUMEROS RECIPROCOS O INVERSOS

Aclarado este punto, vamos a hacer otro inciso, a fin de explicar un
«detalle» que hemos mencionado en el parrafo anterior. Habra obser-
vado que indicdbamos la conveniencia de invertir los dos términos del
quebrado que actua de divisor. Al quebrado asi obtenido, se le deno-
mina reciproco o inverso del quebrado original.

2
Asi, por ejemplo, — es el reciproco o inverso de —, y viceversa,

2 5
’2 . * ’ . -
— podria ser el reciproco o inverso de —. Lo mismo ocurre con los
5 2

numeros enteros. El reciproco de 7 serd —, puesto que ya dijimos que
7

cualquier entero puede representarse en forma de quebrado, colociandole

7 1
la unidad por denominador y por tanto reciproco de — es —.

1 7

La propiedad fundamental que tienen los nimeros reciprocos o in-
versos es que, multiplicados entre si, su producto siempre es igual a la

. 71 7
unidad. Si multiplicamos — X —=——-—-1,

1 7 7

DIVISION DE UN ENTERO POR UN QUEBRADO

Volvamos al tema de la division. Si debemos dividir un entero por
un quebrado, bastara multiplicar el entero por el denominador del
quebrado divisor. El producto se colocard como numerador del quebrado

a.c.
bd

a_d
= —
b ¢

El cociente de dos que-
brados es igual al produc-
to del quebrado divi-
dendo por el inverso del
divisor.
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resultante, mientras el numerador del divisor pasard ahora a denomi-
nador.
8 X 3 24
=12
Z 2

2
8§:——=
3

DIVISION DE UN QUEBRADO POR UN ENTERO

Si, por lo contrario, es el quebrado el que debe dividirse por un
entero, sera el denominador del quebrado dividendo el que se multiplica
por el entero y el producto se coloca de denominador del nuevo que-
brado. El numerador seguirad siendo el mismo:

7 7 7

15 156 90
Ahora bien, si en este ultimo caso el numerador del quebrado divi-
dendo resultara multiplo del entero, bastard dividir este numerador por
el entero, y ¢l cociente obtenido se coloca como numerador del quebrado
resultante ;

12 12: 4 3
= =
35 35 35
Veamos si es verdad. Dividamos normalmente :
12 12 12
S thie— ==
35 35 X 4 140

Como 12 y 140, son multiplos de 4, simplificaremos el quebrado re-
sultante :

12: 4 3
= Resultado idéntico al obtenido con el otro sistema.

140: 4 35

DIVISION DE QUEBRADOS DE IGUAL DENOMINADOR

Si los dos quebrados tuvieran el mismo denominador, bastara colo-
car el numerador del quebrado dividendo como numerador del que-
brado resultante y el numerador del quebrado divisor como denomi-
nador:

17 35 17

42 42 35
Veamos el porqué. Efectuando la division normalmente :
17 35 17 X 42 17 X 42 17 42 17 17
: = = = X = X 1l =—,
42 42 42 % 35 35 % 42 35 42 35 35
por cuanto un quebrado multiplicado por la unidad da por producto el
mismo quebrado.

Si, finalmente, el numerador y denominador del quebrado dividendo
son multiplos respectivamente del numerador y denominador del que-
brado divisor, la divisién se reducira a dividir por separado los dos nu-
meradores y los dos denominadores, colocando sus cocientes respectivos
en los mismos lugares en que se encuentran :

42 7 42:17 6

%8 A g
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QUEBRADO DE UN QUEBRADO

Podemos hallarnos en la necesidad de expresar sélo. una parte de otra
parte de la unidad. Por ejemplo, si queremos indicar que de las tres quin-
tas partes del cable que utilizamos para nuestra instalacién nos sobra un
sexto de ellas, lo haremos de esta forma:

1 3
Sobra — de —
6 5

Con respecto a la unidad, ¢ qué cantidad indica esa expresiéon? El de-
nominador 6 del primer quebrado expresa que hemos dividido la porcién

3

— en 6 partes iguales. Dividamos, pues:

5
3 3 1
—_—tm—
5 30 10

( Este ultimo quebrado nos indica que cada sexta parte de — equivale
5

a la décima parte de la unidad. Por tanto:

3
=— —— de la unidad.

de —
5 10
3

— = —— de la unidad, etc.
5 10

1
6
2
— de
6

También puede encontrarse con este raro quebrado:

3
6

4

5

En él, los dos términos del quebrado general son respectivamente

f otros quebrados. A simple vista parece algo complicadisimo; pero si se

. da cuenta de que el trazo horizontal mayor indica una divisién entre

los dos términos, verd que el quebrado se resuelve dividiendo normal-
mente ambos términos. )

3
6 3 4 3 x5 15 5
4 6 5 6x4 24 8 43 43
1 5 /
| 3 ;
POTENCIACION DE QUEBRADOS \15 15
Por potenciar un quebrado, nos referimos al quebrado- en general,
no a sus términos por separado. Un quebrado puede tener uno de sus Bricoisti o Aaslieing
términos potenciados, como veremos en el capitulo de Algebra; pero s6lo el primero esté po-
ello no indica que el quebrado esté potenciado también. tenciado.

35
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3\ (3\ (3
4/\4/\a

23}/ 6

3/\5/\15

8 3 5

7\ (7\ (7

5 ; 5 5

Para operar con quebra-
dos exponenciados-deben
seguirse las mismas re-

glas que para los nimeros
enteros.

36
81

Para que un quebrado
esté radicado la raiz debe
afectar a sus dos miem-
bros:

\36
81

En este caso no podemos
hablar de raiz de un que-
brado, sino de un quebra-
do con un miembro radi-
cado.

36

O sea, que al potenciar el quebrado se elevan los dos términos a
un mismo exponente. La expresion toma la forma:

&

5
La letra » indica que en su lugar puede colocarse cualquier expo-
nente. Partamos de un caso concreto. Queremos elevar al cuadrado el

6
quebrado —. Primero escribiremos: (— )2 Y a continuacién resolve-
o 7 62‘
remos el problema elevando los dos términos al cuadrado: —
72
6 X 6 36 » e
— —=——, También podemos efectuar la anotacién inversa, o sea,
7 49
) 36 6° R
partiendo del resultado: —— =— = (— )%, ya que las tres expre-
siones son equivalentes. 49 T 7

Para sumar, restar, multiplicar o dividir quebrados exponenciados
(o sea, potenciados), deben seguirse las mismas reglas que para los nu-
meros enteros.

RADICACION DE QUEBRADOS

Otro tanto ocurre con la radicacién. El que un término esté radicado
no indica que lo sea el quebrado. Para hallar la raiz cuadrada, por ejem-
plo, de un quebrado cualquiera deben radicarse los dos términos. En

el caso:
64 vV 64 8
Vg1 /BT 9

Aqui he de encarecerle que tenga muy en cuenta la forma de indicar
la radicaciéon de un quebrado. El signo radical mal puesto puede llevar
a error interpretativo de consecuencias fatales. Vea, por ejemplo, esta

expresion :
\ /25
144
¢Qué indica? Por un lado puede interpretarse como raiz cuadrada
del quebrado entero; por otro, también puede indicar que sélo el nu-
merador estd radicado. La diferencia entre ambas expresiones es enor-
me, como puede comprobar efectuando las operaciones indicadas:
1.° Raiz cuadrada del quebrado:
\/-23 RS RS
144 V 144 s

2.° Raiz cuadrada sélo del numerador:

Vv 25 5
144 144
5 5 . ; . .
Entre las expresiones —— y —— media un abismo. De ahi la capi-
12 144

tal importancia de la correcta anotacién del signo de radicar.

£
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ARITMETICA

Fraccién ordinarin

34 _
1000

=7
= 0034

NéGmero decimal

Leccidn tercera

Fracciones decimales - Lectura de nameros decimales - Transforma-
clén de un ndmero decimal a fraccién ordinaria - Operaciones con
nimeros decimales - Suma, resta, multipﬁcaclén y divisién - Fracciones
periédicas - Potenciacién de nameros decimales - Radicacién de decimales.

FRACCION DECIMAL

Al hablar de quebrados dejamos indicada una de sus clases: aque-
llos cuyo denominador era la unidad seguida de ceros. Segun dijimos, se
leia primero el numerador y luego las décimas, centésimas, milésimas, et-
cétera, segin que el denominador fuese 10, 100, 1000. A estos quebrados
o fracciones se les llama fracciones decimales.

La forma usual de escribir estas fracciones seria la normal de todo
quebrado: numerador y denominador separados por un trazo horizon-
tal. La llamaremos fraccién ordinaria decimal, por cuanto sigue el mismo
orden, la misma disposicién, que los demas quebrados.

Pero en estas fracciones podemos prescindir del denominador, siem-
pre y cuando esté indicado de una forma u otra. Esta forma ha de ser
facil de recordar y debe ser reciproca, o sea, que podamos pasar de
fraccién ordinaria al sistema escogido, o del sistema escogido a frac-
cién ordinaria, sin necesidad de efectuar operaciones.

¢Cémo? El numerador, desde luego, si que debera escribirse; y par-
tiendo de éste indicaremos el denominador con una coma ('), de forma

que a su derecha queden tantas cifras del numerador como ceros tenga

el denominador. Vea unos ejemplos:

7654 000 87354 00
=7'654 = 873’54
1000 100

Para separar las cifras que deben ir detrds de la coma (o sea, a su
derecha) deberemos empezar a contar siempre por la cifra del numera-
dor que indica las unidades, y hacia la izquierda. En el primer ejemplo
hemos partido del 4, luego el 5, y el 6 era la cifra que correspondia al
tercer cero del denominador; luego hemos puesto la coma, y hemos
seguido con el resto de los numeros.

Al ntimero que asi nos resulta, 7654, se le denomina nuimere decimal,
para diferenciarlo de la fraccién decimal ordinaria.

Observe que en los ejemplos tomados el numerador es mayor que el
denominador. Por eso el niimero decimal tiene una parte entera (cifras
que quedan a la izquierda de la coma) y una parte decimal (cifras que
quedan a la derecha de la coma). Pero no siempre sera igual. Podemos
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0'0301

Tres mil once
cienmilésimas.

La denominacién es la
que corresponde al alti-
mo orden decimal.

Seri el numerador
0’002
\"‘_—v—'

Cifras decimales

1000

Conversion de un deci-
mal a fraccién ordinaria.
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encontrarnos con los casos siguientes: Que el denominador tenga mais
ceros que cifras el numerador; y que el denominador tenga tantos ceros
como cifras el numerador. En estos casos se sigue la regla general (se
cuenta a partir de la cifra de las unidades hacia la izquierda), y al llegar
a la altima cifra del numerador afiadimos ceros hasta completar los
del denominador. Colocamos la coma; y para indicar que no hay parte
entera alguna anotaremos otro cero, a la izquierda de la coma:

25 275
=025 =~ ——=00275
100 10.000

LECTURA DE NUMEROS DECIMALES

Para leer los nimeros decimales utilizaremos las mismas denomina-
ciones adoptadas para las fracciones ordinarias decimales. En el ejem-
plo anterior, el primer namero se leeria veinticinco centésimas, tanto
en la fraccién ordinaria como en el nimero decimal resultante. Sélo
varia esta regla si hay parte entera. Supongamos la fraccién ordina-

389

ria = 3'89.
160
389
Como fraccién ordinaria se lee: , trescientas ochenta y nueve
centésimas. 100

Como numero decimal: 3’89, tres enteros ochenta y nueve centési-
mas, aunque lo normal es decir: tres, coma, ochenta y nueve centésimas.

Observe la denominacién de las cifras, segtin el lugar que ocupan a
la derecha de la coma:

0’1
0'12
0'123
0'1234
0’12345
0°'123456
2Qw
(5]
PEEL
W WU »
g E=0=0
SZEETE
BE2 Y S
D DT e
ao=sQal=
TRANSFORMACION DE UN DECIMAL EN FRACCION

ORDINARIA

Para efectuar el paso del mimerc decimal a la fraccién ordinaria,
colocaremos el nimero decimal como numerador, SIN LA COMA, ¥ cOImo
denominador situaremos la unidad seguida de tantos ceros como cifras
decimales tenga el numero en cuestion (cifras a la derecha de la coma).

3753 3
0003= —
1000 1000

3753 =




En el numerador del segundo ejemplo se han suprimido los ceros
que precedian al 3, por cuanto usted ya sabe que los ceros delante de
las cifras significativas no expresan nada. Se entiende por cifras signifi-
cativas las que tienen algin valor, como son todas las que van del 1 al 9.
El cero, por si solo, no tiene valor alguno. Un nimero decimal tampoco
varfa si se suprimen todos los ceros que figuren a la derecha de las
cifras significativas:

000700567000 — 700’567
0’00500 = 0°005

Y reciprocamente, su valor sigue inalterable si detrds de las cifras
significativas colocamos los ceros que nos convengan:

0’05 = 0'0500 = 0’050000

El ntimero decimal representa parte de un tods, de una unidad, pero
sin llegar a ella. Con €l se puede operar exactamente igual que con los
ndmeros enteros, siguiendo unas ciertas reglas. Vamos a exponer breve-
mente aquellas que més nos interesan.

SUMA DE NUMEROS DECIMALES

Se suman igual que los enteros, pero procurando que la coma de
cada uno de los sumandos se corresponda con la de los demis, en una
misma vertical. La suma de todos ellos llevara la coma también sobre la
citada vertical :

356789675
4 23678
123’8725
12345'83512
1606128237

Observe cémo el punto de partida para la colocacién de los sumandos
es siempre la coma. A partir de ella, se va anotando los enteros a la iz-
quierda y los decimales a la derecha. Vea también cémo se corresponden
las décimas con las décimas, las centésimas con las centésimas, etc.

RESTA

Se colocan minuendo y sustraendo de forma que se corresponda la
coma, y luego se procede a restar normalmente :

76548'645
— 2387'427

74161'218

Si el minuendo tuviera menos cifras decimales que el sustraendo,
bastard colocar tantos ceros como sean precisos detras de las cifras

significativas :

645587000
— 254’67692

6201'19308

pa700

Los ceros a la izquier-
da de un entero no sig-
nifican nada.

0’5678

Los ceros a la derecha
de un ndmero decimal no
alteran su valor.

41



42

No obstante, no sera necesario escribir estos ceros. Basta con imagi-
narlos alli donde no hay cifras.

MULTIPLICACION

En las dos operaciones precedentes la situacién de la coma no ofrece
ninguna duda, ya que debe corresponderse con la de los datos. Pero en
la multiplicacién no ocurre lo mismo. Cuando deban multiplicarse dos
numeros decimales, se colocaran los datos de forma que se correspondan
las dos cifras extremas de la derecha:

34'25
X 6’5

Se efectiia la operaciéon normalmente, prescindiendo de ia coma, o
sea como si fueran enteros:

34’25
X 6'5
17125

20550

222625

Hemos obtenido las cifras que componen el nimero decimal, pero
nos falta discernir dénde va situada la coma. No es dificil. Basta sumar
el nimero de cifras decimales de los dos factores. El niimero resultante
sera el de las cifras a separar, empezando a contar por la derecha, para
encontrar el lugar donde quedara situada la coma:

34’25 cifras decimales: 2
X 65 » » + 1
17125 » » 3
20550
222’625

Si en el multiplicando o en el multiplicador, 0 en ambos a la vez,
hay un decimal puro (sin parte entera), se efectuard la multiplicacién
normalmente con las cifras significativas. Luego, en el producto, se se-
paran tantas cifras como decimales haya entre los dos factores. Si resul-
tara que e} numero de cifras es inferior al de decimales, afiadiremos
ceros hasta igualarlas: se coloca la coma y,a su izquierda, se coloca
otro cero:

0’56347 cifras decimales: 5
¥ 0023 » » 4+ 3
169041 » » 8
112694
1295981

‘0'01295981



DIVISION

En la divisién se presentan nuevas complicaciones. Veamoslas a tra-
vés de ejemplos:

D¥WISION DE UN ENTERO POR UN DECIMAL
Veamos primero el caso de la divisién de un entero por un decimal ;
346: 2'4
Recuerde que en toda division, si se multiplican dividendo y divisor

por un mismo Hutero, ef coctente no varfa.
Por ofro fado sabemios §ué &l Maltipiicar un admers dacimal por 14

unidad seguida de tantos ceros como cifras decimales tenga, se suprime
la coma.

En nuestro ejemplo, basdndonos en estos dos principios, multiplica-
remos. los dos miembros de la divisién por 10, y tendremos:

346 X 10 = 3460
24X 10= 24

0 sea que:
346: 2’4 = 3460: 24

Efectuaremos la divisiéon normalmente :

3460 | 24
106 -
100 144
04

Nos da 144 enteros, con un resto igual a 4. La divisidén es inexacta
si sélo tenemos en cuenta los enteros. Para seguir con decimales pondre-
mos una coma al cociente, y un cero al lado del resto, continuando la

divisién :
3460 24

100 144'166
040
160
160
16

FRACCIONES PERIODICAS

Ahora, por mds ceros que pusiéramos al resto y mas cifras al co-
ciente, siempre nos quedaria como resto 16. Y si no lo cree, puede hacer
la prueba. Como curiosidad matemadtica, ya que utilidad préactica no’
tiene mucha, sepa que a esta clase de decimales se les denomina deci-
males periddicos, o fracciones peridédicas. Estas fracciones decimales
periddicas seran periédicas puras cuando la cifra o grupo de cifras que
se repite es la que sigue inmediata a la coma. Cuando el periodo (cifra
o grupo) se manifiesta después de un cierto nimero de cifras decimales,



0'501501501
S S

Periodos. La divisién
que proporciona un
cociente de este tipo es
indefinida,

035 |8

30 0'04375

60
40
0

Divisién de un decimal
por un entero. En este ca.
80, el coclente es un deci-
mal exacto.

se habla de una fraccién decimal periédica mixta o impura. Estas pue-
den a su vez ser periddicas puras o periddicas mixtas, segin que la cifra
gque se repita sea la que sigue a la coma o, como en el caso de la divisién
anterior, haya una o varias cifras decimales después de la coma y antes
de la cifra que se repite.

DiviSION DE DOS DECIMALES

Si en lugar de un entero colocamos como dividendo otro decimal,
la cosa no varia. Bastara correr la coma hacia la derecha. una cantidad
igual de cifras en el dividendo y en el divisor hasta que uno de ellos se
quede sin decimales:

345'765: 232
corriendo la coma

3457°65: 232

En realidad hemos multiplicado por 10.

Ahora se divide normaimente hasta llegar a la coma:

3457°65 | 232
1137 I-—
209 14

se coloca la coma en el cociente, y se sigue dividiendo, bajando ceros
en los restos parciales.

3457°65 232
1137 l—
209 6 14903

00 850
154

Podriamos seguir dividiendo hasta cansarnos con sélo bajar ceros
detras de cada resto. No obstante, nunca suelen tomarse méas de cuatro
decimales. Lo normal son dos o tres cifras solamente.

Ya hemos visto los casos principales de division .

Pero antes de dar por terminada la divisién citaremos una particula-
ridad dentro de] caso decimal por decimal, o entero por decimal : cuando
dividendo o divisor, o ambos a la vez, son decimales puros, sin parte en-
tera. El sistema es siempre el mismo.

Supongamos la divisién :
0'34: 06

Multiplicando los dos términos por 10 para suprimir la coma (puesto
que en 0'6 s6lo hay una cifra decimal), tendremos:

034:06=34:6



Con lo que la divisién se nos reduce a dividir un decimal por un en-
tero. El proceso a seguir serfa:

S
Sigame e] razonamiento : tres entre seis, no cabe, caben a cero, o sea
S
0
Bajo el cuatro y pongo la coma:
g
o
Ahora tengo treinta y cuatro entre seis que caben a cinco:
e
4
0’5
Bajo un cero y caben a seis.
AL
4 056
Bajo otro cero y caben a seis... y asi sucesivamente. Es una fraccién
periédica impura.
Como ve, el proceso a seguir es el mismo en todos los casos, En cuanto

se llega al término de los enteros en el dividendo, se coloca una coma
en el cociente, y se sigue dividiendo.

POTENCIACION DE DECIMALES

-Teniendo en cuenta que potenciar un nimero es multiplicarlo por
s{ mismo tantas veces como indica el exponente, al potenciar un deci-
ma] se sigue el mismo proceso que en la multiplicacién, teniendo en
cuenta, en cada multiplicacién parcial, el lugar que debe ocupar la
coma:

2'28 22 una cifra decimal
X 22 - una cifra decimal
44
44
4'84 dos cifras decimales
X 22 -+ una cifra decimal
068
968
1064 8 tres cifras decimales

Habré cinco cifras
decimales.

095 =
= 000032

Cinco decimales

Al potenclar decimales
debe tenerse en cuenta el
lugar que ocupard la
coma.



CUANDO ELL DECIMAL NO TIENE PARTE ENTERA ALGUNA, LA POTENCIA ES
MENOR QUE LA BASE, debido a la coma, que invariablemente ha de correr
los lugares que le corresponden:

0’23 0’2 una cifra decimal

% 02 + una cifra decimal
004 dos cifras decimales

% 072 4 una cifra decimal
0008 tres cifras decimales

Como ve, 0’2 es mayor que 0'008.

RADICACION

Cuando se intente radicar un decimal mixto (formado por parte
entera y parte decimal) deberd colocarse de igual forma que para la
radicacién de numeros enteros. Pero al dividir las cifras del radicando
en grupos de a dos, se tendréd en cuenta que, mientras los enteros se di-
viden de dos en dos desde la coma hacia la izquierda, los decimales se
dividen también de dos en dos desde la coma hacia la derecha.

v 5.34.56.67 ' 45.37.30

La radicacion se efectuard normalmente. Pero al operar con el grupo
45, primero de los decimales, debe colocarse la coma en la raiz bus-
cada. Luego seguimos radicando como si las comas no existieran.

Vea un ejemplo:

186’164
V' 346577356270
| 24 ; 2=9
. 29 X 9=— 261
246 28 X 8= 224
s 2004 Sl NS
225 : 36=6
2257 366 X 6=2196
— 2196
_+ 6135 613 : 372=1
Hemos llt.egado al gru- 3721 3721'% 1=3721
po 35, primero de los . -
decimales. En la raiz 241462 24146 : 3722=6
se coloca la coma, y —223356 37226 X 6 =223356
i)eb prszde pmseg,“l‘t’f' 181067.0 [ 181067 : 37232 =—4
serve que al dlti — 1489296 | 372324 X 4 — 1489296
mo grupo de los de-
cimales, formado so- 321374

lamente por el 7, le
hemos afiadido un 0,
a fin de completar el
grupo.



Podriamos encontrar mas cifras de la raiz, a base de colocar grupos
formados por dos ceros (00.00.00) detras del 70. Pero es suficiente con
los tres decimales hallados.

Si desea extraer la raiz cuadrada de un decimal puro (sin enteros),
proceda como en el caso anterior, prescindiendo por completo del cero.
Este se coloca directamente en la raiz, seguido de la coma:

Vv 0724.36 o

Luego proceda como en una extraccién normal:

0'49
vV 02436 b—m—
— T 4% 4—16
—441 49 X 9=441
395




PROBLEMAS

¢Qué se entiende por problema? Hasta ahora hemos venido estudian-
do las cantidades como entes particulares, sin relacién alguna entre
si, salvo las de sus nimeros. Pero estas cantidades sélo las encontra-
mos en los ejemplos de aritmética, puesto que el nimero 567, por ejem-
plo, sélo nos indica que tenemos una cantidad con quinientas sesenta y
siete unidades, vy eso es todo. En la vida nomal no sueclen encon-
trarse las cantidades como cosas inexpresivas, sino que siempre se re-
lacionan con algun ser, con algo tangible o comprensible. Y asi, detras
del nimero que expresa la cantidad, va siempre otro nombre que nos
indica la unidad tangible de dicha cantidad. Asi podremos hallar la ex-
presién 567 ptas., 567 ohmios, 567 metros, etc.

Estas cantidades tangibles, denominadas concretas, suelen tener mu-
chas relaciones entre si, dependiendo las unas de otras. De esta forma,
conociendo la relacién y varias unidades coneretas, podemos hallar la
que nos interesa, igual como haciamos con los niimeros,

Al plantearse una de estas relaciones, en las que una de las canti-
dades es desconocida, nos hallamos ante un problema. Por tanto, PROBLE-
MA ES EL PLANTEO DE UNA SERIE DE RELACIONES ENTRE CANTIDADES CONCRETAS
A FIN DE HALLAR OTRA CANTIDAD QUE NOS ES DESCONOCIDA.

En la resolucién de los problemas tienen aplicacién todas las opera-
ciones estudiadas con los niimeros. Vamos a ver a continuacion la forma
de operar con las cantidades concretas, ante problemas que se solucionan
Uunicamente con las operaciones aritméticas.

EJEMPLOS

He adquirido 120 resistencias y gracias a esta compra he podido servir
un resto de pedido de 100 resistencias. Después de entregar estas 100 re-
sistencias, me han quedado en existencia 65. ¢ Cuantas resistencias tenia
antes de comprar las 120?

SOLUCION :

Es evidente que si de las 120 resistencias que compro sirvo 100,
me quedaran 120 — 100 = 20 resistencias.

Si no tuviese otras resistencias que las compradas, tendria en
existencia las 20 que me sobran, pero resulta que, al contar las
resistencias que poseo, alcanzo la cifra de 65. En esta cantidad
estan incluidas las 20 resistencias sobrantes, mds las resisten-
cias que ya tenia. Por lo tanto, las que tenia antes de la compra
eran:

65 — 20 = 45 RESISTENCIAS




Se han cambiado 40 docenas de bases de enchufe a 4 ptas. cada ba-
se por hembrillas de a 20 ptas. la docena. ¢ Cudntas hembrillas se habran
recibido?

SOLUCION :

Tratandose de un cambio de género, el valor de lo recibido
debera ser igual al valor de lo entregado. Veamos, pues, cual
es este valor,
Precio de una docena de bases de enchufe:

12 ¢ 4 = 48 ptas.
Precio de las 40 docenas que entregamos para el cambio:

48 %X 40 = 1.920 ptas.
Luego deberan entregar a cambio de los enchufes un mimero
de hembrillas cuyo valor total sea de 1.920 ptas. Cada 12 hem-
brillas valen 20 ptas. Luego con 1.920 ptas. podremos adquirir:

1.920 : 20 = 96 docenas
96 ¥ 12 = 1.152 HEMBRILLAS

Cierto empresario se comprometié a instalar una linea eléctrica
entre dos poblaciones por un presupuesto total de 245.000 ptas. Pero el
contrato quedé sin efecto cuando se llevaban construidos los 5/9 de toda
le linea. Deseamos saber cuanto debe percibir el empresario' y cual era
la distancia cubierta sabiendo que se habian presupuestado 100 ptas. por
cada metro de tendido.

SOLUCION :

La distancia que separa ambos pueblos es:
245.000 : 100 = 2450 m

De esta distancia s6lo se han cubierto sus 5/9 partes, que re-
presentan en metros:
5 2450 X 5 12.250
= = 1.361'111 m
9 9 9

Siendo de 100 ptas. el valor de cada metro de linea, el empre-
sario debera percibir:

1.361’111 X 100 = 13 61111 ptas.

2450 X

Cierto depdsito se llena en 9 horas gracias al agua que mana de un grifo.
Pero en este mismo depésito se ha producido una grieta capaz de vaciarlo

4
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en 12 horas. ¢En cuanto tiempo se llenara el mencionado depdsito mien-
tras exista la averia?

SOLUCION :

Si normalmente el depésito se llena en 9 horas, en una hora,
se llenara 1/9 de depésito.
Por otra parte sabemos que se vaciaria en 12 horas, lo que por
cada hora significa la pérdida de 1/12 de la capacidad total del
depdésito.
La diferencia entre la ganancia y la pérdida de liquido sera
la cantidad de depdsito que se llena por cada hora:
1 1 12 9 3 1
— — — — = de depésito
9 12 108 108 108 36
En una hora, pues, se llena 1/36 de la capacidad total que sera
los 36/36. Luego, para llenar estos 36/36, se tardara:
36 1 36 X 36
—_— = = 36 HORAS
36 36 36

De cada 3 kg de harina de trigo se obtienen 4 kg de pan. ¢Qué beneficio
obtendré un paradero que habiendo comprado 60 sacos de harina de 325
kilogramos cada uno a razén de S87'S ptas. los 100 kg fabrica panes de
2 kg vendiéndolos a 9’5 ptas. cada pan?

SOLUCION :

Cantidad de kg. de harina que ha comprado el panadero:
325 X 60 = 19.500 kg
Precio de 1 kg de harina:
587’5 : 100 = 5’875 ptas.
Precio total de la harina:
19.500 X 5’87 = 114.465 ptas.
Cantidad de pan que se puede fabricar:

" Si por cada 3 kg de harina obtenemos 4 kg de pan, con 19.500
kilogramos de harina obtendremos:

19.500 : 3 = 6.500 veces que obtendremos 4 kg de pan

Luego: 6.500 X 4 = 26000 kg de pan, que al fabricarse en
forma de panes de 2 kg. seran:

26.000 : 2 = 13.000 panes
Vendiendo a 9’5 ptas. cada pan, se obtendra una venta total de:
13.000 X 9'5 = 123.500 ptas.
El beneficio que proporciona el pan fabricado es de:
123.500 — 114.465 = 9.035 ptas.




Los 2.025 hombres que forman un cuerpo de ejército se colocan en
filas de igual niimero de hombres, de modo que todas juntas formen un
cuadrado perfecto. ¢Cudntos hombres hay en cada fila?

SOLUCION :

Puesto que la formacién es un cuadrado perfecto, habra tantos
hombres en el sentido de lo ancho como en el sentido de lo lar-
go. Digamos, por ejemplo, que en cada lado del cuadrado conta-
mos 4 hombres. En este caso, el total serian cuatro filas de 4
hombres, o sea 4 X 4 = 16 hombres, o bien 4°=—= 16 hombres.
Si fuesen 8 los hombres de cada fila, tendriamos un total de 8
filas de 8 hombres, o sea 82 = 64 hombres.

- Digamos ahora que el nimero de hombres de cada fila es n.
Segmim eso, serd n? = 2.025 hombres, de donde deducimos que:

n.= V2025 — 45 HOMBRES EN CADA FILA
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REGLA DE TRES

Entre los problemas que pueden resolverse aplicando los calculos
aritméticos son de especial interés los denominados de regla de tres, por
ser tres precisamente las cantidades conocidas y buscarse una cuarta me-
diante apropiadas relaciones entre aquéllas.

Dos de las tres cantidades conocidas nos dan la relacion inicial y prin-
cipal, de la que podremos deducir el valor de la incégnita. A estas dos
cantidades se les denomina ANTECEDENTE. La tercera cantidad y la incégni-
ta forman otra relacién denominada CONSECUENTE.

La regla de tres se divide a su vez en regla de tres SIMPLE y COMPUESTA,
segun que el numero de relaciones precisas para hallar la incégnita sean
dos o mas.

y/ ncognits ?

4

130 Kg. ] )

N

Antecedente: para llevar 55 Kg a
1 m necesito 20 segundos.

!/ m.

1\

“l

/m. »

Consecuente: para llevar 130 Kg a
1 m ;Cuinto tiempo necesito?

REGLA DE TRES SIMPLE

En la regla de tres simple el ntmero de relaciones precisas son solo
dos: la que nos indica el antecedente de que disponemos para hallar la
solucién y una de las dos cantidades de la consecuencia final.

Asi, por ejemplo, si conocemos que 1 dm* de agua pesa 1 Kg v deseamos
saber cuanto pesan 6 dm?, estableceremos inmediatamente las dos rela-
ciones precisas. Como antecedente tenemos el peso de 1 dm?, por lo que
podemos decir:

S1un dm® de agua pesa 1 Kg, seis dm?* pesarad seis veces mas.
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De la anterior expresién, partiendo de la relacién existente entre el
volumen y el peso del agua, extraemos la consecuencia de que un volumen
mayor ha de tener también un peso mayor. Y como a su vez la relacion en
el consecuente ha de ser igual que la existente en el antecedente, para que
el resultado sea vélido, deduciremos por légica que a scis veces mas volu-
men corresponderén seis veces mas de peso.

Las anteriores relaciones tienen su expresién aritmética, como no. Para
ello indicaremos el antecedente colocando sobre una misma horizontal los
dos valores que lo forman; y debajo de cada uno de ellos los correspon-
dientes del consecuente.

Antecedente 1 dm?® pesa 1 Kg
Consecuente y 6 dm?® pesaran y X Kg

Observe como debajo de las medidas de volumen se han indicado
también las de volumen, y debajo de las de peso las correspondiente‘s al
peso. Esta correspondencia se ha de mantener siempre, colocando las .
cantidades homogéneas en una misma vertical. (

Establecidos ya antecedente y consecuente, se pasa a buscar la rela-
cion existente entre ellos. En el ejemplo que analizamos, observamos
que a mds volumen forzosamente corresponde mds peso. En este caso,
la relacién existente es DIRECTA, ya que a MAS corresponde MAS. (También
seria directa si a MENOS correspondiera MENOS.)

Para expresar esta relacién directa entre antecedente y consecuente,
la anotaremos debajo de las relaciones establécidas, de esta forma:

1 dm® pesa 1 Kg
6 dm?® pesaran X Kg

1:6 n e 1:X

Esta ultima expresién se lee:
UNO ES A SEIS COMO UNO ES A EQUIS,

La primera y ultima de las cantidades anotadas constituyen los ex-
tremos; las dos intermedias son los meedios. La solucién del problema &
queda resumida en la siguiente regla:

EL PRODUCTO DE LOS MEDIOS ES IGUAL AL PRODUCTO DE LOS EXTREMOS.
O sea que:

6X1=1xX

1 dm® de agua pesa 1 Kg 6 dm® pesar{m X Kg

es directa. A mis
agua miés peso.

1

' ;1
Consecuente

Antecedente
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Y pasando el extremo conocido al primer término de esta igualdad,
tendremos que:

6% 1
1

X =

De esta ultima igualdad deducimos que la incégnita es igual al pro-
ducto de los medios partido por el otro extremo conocido.

6 1
Ko =6 Kg
1

Veamos otro ejemplo, por medio del cual podamos reafirmar las idecas
expresadas en los parrafos anteriores. Dos hombres tiran a la vez de un
peso y lo arrastran seis metros. Si fuesen tres los hombres, ¢cudntos
metros lograrian arrastrarlo?

Primero hallaremos la relacién principal o antecedente. Este es el
de que dos hombres arrastran un peso seis metros. Ya tenemos una re-
lacién: 2 hombres 6 metros.

Y por otro lado, ¢cudl es la consecuencia que deseamos sacar de esta
relacion? En la pregunta del problema se nos solicita ¢l espacio hasta
donde lograrian arrastrarlo si en lugar de dos fueran tres los hombres.
Consecuencia: 3 hombres X metros.

Aritméticamente ;

2 hombres 6 metros
3 hombres X metros

Mds hombres producen mds fuerza. La relacion es directa v por lo
tanto anotaremos :

2 hombres 6 metros
3 hombres X metros
2: 356X
Y ahora:
IX 6
X = —9
Z

Solucién : 9 metros.

Para no incurrir en error alguno, cuando coloque los términos de las
dos relaciones en su correspondiente lugar de la rRazoN (la expresién que
escribimos debajo de la raya horizontal) tenga siempre presente que,
cuando las relaciones son directas, el orden en la razén empieza por el
primer término del antecedente; le sigue el primero del consecuente, lue-
go el segundo término del antecedente y finalmente el dato desconocido.

El conjunto forma una N al revés:

.
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Cuando las relaciones son directas el orden de la razén sigue los trazos de una N al revés,

2 hombres 6 metros 1.2 l/' e Recuerde esta
3 hombres X metros 2 40 N al revés,

A F LW o . gl v 3o rg &

CUANDO LA RELACION ES INVERSA

Recuerde siempre esta N al revés cuando le salga una regla de tres
con relaciones directas.

Ahora bien; cuando a un MA4s le corresponde un MENOS, nos hallamos
ante las llamadas reglas de tres INVERSAS 0 INGIRECTAS. Su resolucién
no obstante es idéntica a la de las directas, cambiando tnicamente el
orden de colocacién de los términos en la razén. Mientras en las direc-
tas el orden forma una N a] revés, en las indirectas dicho orden forma
una U, también el revés.

Si un automévil, a la velocidad de 40 Km /hora, tarda media hora en
llegar a su destino, ¢cudnto tardaria si fuera a 60 Km/hora?

Al llevar una velocidad mayor, recorreré el espacio que le separa de
su destino en menos tiempo. Por tanto, a MAs velocidad, MENOS tiempo.
Procediendo de igual forma que en las directas, anotaremos primero el
antecedente y el consecuente,

40 Km/hora 30 minutos
60 Km/hora X minutos
60:40::30: X

Observe cémo al anotar la razén he empezado por el primer término
del consecuente, siguiendo con el primero del antecedente y con el se-



gundo del antecedente, y como ulfimo el segundo del consecuente. El con-
junto forma una U invertida tal como le he citado:

A e L Vi
1-0? ‘4'0 Recuerde esta

U al revés.
128228 Ae

La solucién del problema sigue la misma regla que en las reglas de
tres directas, o sea: el producto de los medios es igual al producto de los
extremos, y por tanto la incégnita es igual al producto de los medios
partido por el extremo conocido.

40X 30
X = ——— — 20 minutos
60

Al resolver reglas de tres simples tiene gran importancia no equi-
vocarse al anotar la razon, puesto que media una diferencia enorme entre
una relacién directa y una inversa.

REGLA DE TRES COMPUESTA

Cuando en una regla de tres concurren varias relaciones, cada una
de las cuales influye en el resultado, tendremos otras tantas reglas de tres
simples, directas o inversas, jugando con la misma incdgnita. En este
caso no es necesario ir anotando tantas incdgnitas como relaciones
haya, sino que bastara con ir anotando todas las cantidades homogé-
neas de los distintos antecedentes y consecuentes, formando un solo
conjunto con varios términos.

Examinemos un ejemplo. Sabiendo que la resistividad del cobre es
de 0’0158 ohmios por metro de longitud y mm? de seccién, se desea co-
nocer la resistencia de un cable de cobre que mide 3 m de longitud v
una seccién de 0’7 mm?,

Los datos que se nos dan como antecedentes son la resistividad del
cobre, la unidad de longitud y la unidad de seccién. Anotaremos todos
estos datos en el primer rengldn, teniendo en cuenta que la resistividad
ha de ir en el ultimo lugar, por ser la resistencia el dato desconocido del
consecuente.,

1 metro 1 mm?* 0’0158 ohmios

A continuaciéon colocaremos los datos del consecuente, debajo de

las cantidades que les son homogéneas.

1 metro 1 mm? 0’0158 ohmios
3 metros 0’7 mm? X ohmios

Ya tenemos anotadas todas las relaciones necesarias. Ahora debe-
mos expresarlas en forma de razén, para poder efectuar las operaciones
precisas, Pero observe que los términos, entre antecedentes y consecuente
son seis, mientras que en la razon sélo tenemos cuatro: los dos extre-
mos y los dos medios. ¢Como solucionar esta aparente anomalia? Senci-




llamente, escribiendo tantas razones como términos tenga el consecuente
(sin contar la incégnita). En el ejemplo que desarrollamos, los términos
conocidos del consecuente son dos; por lo tanto habra dos razones:

1 metro 1 mm? 0’0158 ohmios
3 metros 0’7 mm? X ohmios

A mas longitud, mas resistencia (directa):
1:3::00158: X
A menos seccidén, mas resistencia (inversa):
07:1::00158: X

Una vez indicadas las dos razones, observe que los dos ultimos tér-
minos son iguales en ambas. Por tanto, podremos abreviar la expresién

de esta forma: P
1:3
::00158: X
07:1
Y la expresién completa serd:
1 metro 1 mm? 0’0158 ohmios
3 metros 0'7 mm? X ohmios
1:3
::00158: X
07:1
La solucién ahora sigue la regla general: incégnita igual a producto
de los medios partido por el producto de los extremos conocidos:
3 100158 00474 , . -
X = = = 0’0677 ohmios
1x 07 07

A estas reglas de tres se les denomina COMPUESTAS, por entrar varias
simples en su composicién. Como habrd podido observar, su resolucion
es facil, por cuanto sigue las mismas lineas que las simples. No obs-
tante no estara de mas. que veamos otro ejemplo, con mas términos aun.

Doce obreros, trabajando dos dias a razén de 8 horas cada dia, le-
vanta un muro de 3 metros de altura, por 0’5 metros de ancho, por 10
metros de largo. Se desea saber la longitud que podrian construir 16
obreros, en 4 dias, trabajando 9 horas cada dia y siendo el muro de
s6lo 2'5 metros de altura por 0'7 metros de ancho.

Anotemos primero el antecedente y e] consecuente:

12 obreros 2 dias 8 horas 3 metros 0’5 metros 10 metros
16 obreros 4 dias 9 horas 2’5 metros 0’7 metros X metros

60




Como en el consecuente tenemos cinco términos conocidos, el nad-
mero de razones serd también cinco. Vayamos indicdndolas debajo de
las relaciones, atendiendo a si son directas o inversas con respecto al

término de la incOgnita:

12 obreros 2 dias 8 horas 3 metros 0’5 metros 10 metros

16 obreros 4 dias 9 horas 2’5 metros 0’7 metros X metros

Ma4s obreros, mas metros (directa):
12: 16
Mais dias, mas metros (directa):
2:4
Mas horas, mas metros (directa):
8:9::10: X
Menos alto, mas metros (inversa):
2’53

Mas ancho, menos metros (inversa):

P,

3

Relaciones
directas

Basta colocar una
sola vez el segun-
do término de la
razén.

2'5:3
0'7:05

0'7:0'5 Relaciones

inversas

Observe cémo, colocando, basta indicar una sola vez el segundo tér-
mino de la razén.

Halladas ya las razones, podemos proceder a la resolucién del pro-
blema:

16 X4 X9 X3X05X10
b, T = 25710 metros
12 X2 X8X 25X 07

iY ya esta! A pesar de la complejidad de datos que figuran en el
problema, el planteo del mismo se reduce a un simple quebrado, cuyo
numerador es el producto de todos los medios y el denominador el
producto de todos los extremos. No debe engafarle, no obstante, esta
aparente facilidad, puesto que debe tenerse muy presentg que una falsa
apreciacion en la relacién entre dos términos homogéneos cualesquiera
y los dos términos de la incognita, o colocar como relaciéon directa lo
que sea inversa, es suficiente para introducir un error en el resultado
que luego es dificil localizar,
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TANTO POR CIENTO

Cuando al efectuar una venta se obtiene un beneficio sobre el coste
real de lo vendido, se puede indicar dicho beneficio de dos formas dis-
tintas: O bien se toman las ganancias sin tener en cuenta lo que ha cos-
tado lo vendido, o bien se relacionan costo y ganancia. Por ejemplo, se
vende por 750 pesetas un material que ha costado 500. La ganancia total
serd la diferencia entre el coste, 500 pesetas, y Ia venta, 750 pesetas.

750 — 500 = 250 pesetas

La ganancia, desde luego, ha sido 250 pesetas. Pero si deseamos saber
lo que representa esta ganancia teniendo en cuenta el precio de costo
no nos basta conocer la total, sino que deberd tomarse un patrén con
el que efectuar la relacién de una forma facil y comprensible. De esta
necesidad salié la idea del TANTO POR CIENTO, que no es otra cosa que
relacionar ciertas cantidades con el patrén 100, de forma que para in-
dicar una relacién de 1 es a 1, o sea, que a cada unidad le corresponde
otra unidad, en el tanto por ciento, a cien unidades deberan correspon-
der cien unidades. Aqui también se parte de las relaciones existentes
en las reglas de tres, y en el ejemplo que hemos tomado diriamos:

Si en 500 pesetas hemos ganado 250 pesetas
en 100 pesetas hemos ganado X pesetas

500: 100::250: X

100 X 250
X =————=_50 pesetas
500

O sea que los beneficios representan un 50 por 100 del precio de
coste. Dicho de otra forma, por cada 100 pesetas de coste se han ganado
otras 50.

El signo aritmético del tanto por ciento es %, colocado detrds de la
cantidad que corresponda. (En el ejemplo anterior, la ganancia es del
50 % sobre el coste.)

La utilidad del tanto por ciento no se limita al comercio, sino que lo
encontramos también en la mecénica, en la electricidad, en la construc-
cién y en general en todas las ramas donde entra el cdlculo. Asi, por
ejemplo, en la electricidad nos encontramos con la expresién 125V =
* 10 %, que no significa otra cosa sino que la variacién de la tension
puede estar comprendida entre 125+ 12’5 V y 125 —12'5 V, puesto que
el 10 9% de 125 es 12'5. También en radioelectrénica puede leerse 5000 pF
= 10 %, indicando que la capacidad puede variar entre 4500 y 5500 pF,
puesto que el 10 % de 5000 son 500, que deben restarse o sumarse a la
capacidad nominal. Resumiendo, siempre que encuentre la anotacién
X %, recuerde que expresa que a cada cien unidades le corresponden X.
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Para hallar un tanto por ciento determinado de alguna cantidad bas-
ta con dividir esta cantidad por 100 y multiplicarla por el tanto dado.
Por ejemplo, el 15 % de 375 seran:

375100 =39S
3755 15=56'25

Si, por lo contrario, deseamos saber el tanto por ciento que una can-
tidad representada con respecto a otra, se multiplica la primera por cien
y se divide por la segunda. Por ejemplo, la cantidad 75, ¢qué tanto por
ciento representa de 600?

75 X 100 = 7500
7500: 600 = 12'5 %

NUMEROS APROXIMADOS

Hasta aqui hemos tratado con numeros enteros y con decimales cuyo
numero de cifras es limitado. Pero no siempre son asi las cantidades que
obtenemos al efectuar una operaciéon aritmética; buen ejemplo de ello
constituye el llamado numero pi, tan usado en geometria, cuyo valar
completo es 3'141592653589793... Hallar los valores de la circunferencia
o el area del circulo, en los que interviene el nimero pi, seria algo asi
como intentar descifrar un jeroglifico egipcio.

Numeros como el citado salen muy a menudo. Intente, por ejemplo,
efectuar una divisién inexacta:

2357 : 37 = 63'702702702...

Légicamente, en la practica no se concibe operar con tantos deci
males, por la gran pérdida de tiempo que ello trae consigo y por la faci-
lidad con que se podria incurrir en error al existir tantas cifras. En
vista de ello, se recurre a la eliminacién de buen numero de esos deci-
males, operando s6lo con dos, tres o cuatro decimales segun la aproxi-
maciéon que se desee. Naturalmente, al eliminar cifras de cualquier can-
tidad se recae en una diferencia en el resultado; pero ésta resulta muy
pequena y puede despreciarse.

El escoger dos, tres o mas decimales queda, la mayoria de las veces,
a eleccion del operador. No obstante, veamos algunas reglas practicas
que nos facilitan esta labor, sin que el resultado salga con error muy
apreciable.

X7 de n =

n x X
100

Para conocer el valor
del © , de una cantidad,
se multiplica esta canti-
dad por el tanto y se
divide por cien.

%:x X loo

Para saber qué 9/, de n
representa una cantidad
x, se multiplica la segun-
da por cien y se divide
por la primera.

UN 0, AUMENTANDO EN UNA UNIDAD LA CIFRA ANTERIOR.

3'141592653589793... = 3'1416

CUANDO 1A PRIMERA CIFRA DESPRECIADA ES 8 0 9 SE SUSTITUYEN POR

Regla 1
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Regla II

Regla III

CUANDO LA CIFRA DESPRECIADA ES 3, 4, 6 6 7 SE SUSTITUYEN POR UN 5.

23'725647 = 23725645 — 23'72565 = 23’7255

CUANDO LA BRIMERA CIFRA DESPRECIADA ES 1 6 2 SE SUPRIMEN SIN MAS.

67'481 —67'48

En el primer caso el error en que se incurre serd por exceso, ya que
hemos afiadido una cierta cantidad a fin de suprimir los decimales:

3'141592653589793
-+ 0°000007346410207

3’141600000000000

Y como los ceros a la derecha de los decimales no tienen valor al-
guno, nos queda 3'1416.

En el segundo caso, sera un error por defecto cuando la tltima cifra
sea 3 6 4, ya que ambas son inferiores a 5, y para eliminarlas deberemos
sumarle la cantidad que les falte para llegar a él. Por el contrario, si la
ultima cifra es 6 6 7, el error entonces es por defecto, ya que el cinco
que colocamos es inferior a las cifras suprimidas, lo que equivale a
restar una cantidad.

23'725647 = 23'725645 por defecto (7 5)
237725647 = 23'72565 por exceso (4 5)

Si al suprimir las cifras decimales lo hacemos por defecto, el total que
se obtendrd, efectuadas todas las operaciones en las que el numero
aproximado por defecto intervenga (directamente o a través de sus pro-
ductos), sera inferior al verdadero. Y si los decimales han sido apro-
ximados por exceso, €l total serd mavor que el verdadero.

De lo anterior se deduce que en una serie de operaciones en las que
intervengan decimales que hayan de ser aproximados, no es convenien-
te que todos los decimales sean aproximados por defecto o por exceso,
sino que debe procurarse que haya de una y otra clase. Por ejemplo,
el producto de 2’23 X 2'28 = 5'0844.

Aproximando los decimales segin las reglas dadas:
2'25 X 2'3=5'175
nos da un error en mas de

5'175 — 5’0844 = 0'906

que equivale casi a una décima (0’09 = 0’1 aproximadamente).
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Los dos decimales han sido aproximados por exceso, lo cual ha mo-
tivado que el error se acumulara hasta llegar a la cifra indicada. Pero
aqui entra el anélisis de los errores que se demominan PARCIALES y que
son los constituidos por los de los decimales que se suprimen. Analice-
mos el ejemplo anterior:

Al aproximar los decimales hemos cometido un error parcial de:

225 —223=+4002
23 —2728=+4 002

0'04
Pero si, en lugar de hacerlo asi, aproximamos a uno por defecto y a

otro por exceso, el error que cometemos serd :
1.° Dejandolos en:

223 =225
228 =225

2125 — 223 = 1 0°02
2125 — 228 = — 003

—0'01

El error parcial es mucho menor, como puede apreciarse. Y al ser
el error parcial menor, también la aproximacién del resultado sera mas
satisfactoria:

- 2725 X 2'25=75'0625
Observe que 5'0625 y 5’0844 ya estdn mucho mds aproximados.
2.° Dejandolos en:

2'23=272
2'28=23
El error parcial sera:

22— 223 = 003
2'3—2728 =+ 002

— 001

iIgual que en el caso anterior! Sin efectuar aun la multiplicacién,
podemos asegurar que el resultado o producto de esta tltima aproxima-
cidn serd casi igual a] anterior, puesto que el error parcial cometido
es el mismo:

22 X2'3=5'06

Ya ha visto ¢6mo, por medio del andlisis de los errores parciales que
se cometen con las cantidades a aproximar, se puede deducir qué clase
de aproximacidén es la mdas conveniente para que el resultado no sufra
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mucha alteracién. Este andlisis es siempre conveniente antes de proce-
der a la eliminacién de decimales.

Cuando la cantidad en que deben suprimirse decimales proviene de
una suma, resta o multiplicacién, se ha de tener en cuenta la clase
de aproximacién predominante en sus términos, ya que el resultado de
estas operaciones viene influido por aquéllas. Si se han suprimido mas
decimales por defecto que por exceso, el resultado estd aproximado por
defecto. En este caso, si en el producto hubiera demasiados decimales,
no deben quitarse por defecto, sino por exceso, a fin de contrarrestar
la influencia de los términos.

Audn existe otra particularidad que influye en la aproximacién de
los decimales. Cuando las cantidades que se analizan son datos de un
problema, debe examinarse qué es preferible: que el resultado venga
dado por exceso o por defecto.

Si por ejemplo se calcula la secciéon de un conductor, a través del
cual ha de pasar una intensidad apreciable, tomaremos todos los datos
aproximados por defecto, ya que de esta forma el resultado serd menor
que el verdadero; y si por esta seccién menor puede circular la corriente
sin peligro alguno, tanto mas circularda por la seccion verdadera, que es
mayor.

Si, por lo contrario, deseamos conocer el peso de este conductor,
para efectuar un calculo aproximado de su costo, entonces tomaremos
todos los datos aproximados por exceso, ya que de esta forma el peso
que nos resulte serd mavor que el verdadero, y a la hora de efectuar
la compra nos resultard mas barato de lo previsto.

Pese siempre el pro y el contra al efectuar una supresiéon de deci-
males. Para ello, piense siempre que una aproximacion de todas las
cantidades por defecto da un total inferior al verdadero, mientras que
aproximéandolas por exceso el total es superior al real. Por ultimo, apro-
ximandolas sucesivamente, unas por exceso y otras por defecto, el re-
sultado sera muy aproximado al real, en mds o en menos, segin que
dominen los decimales suprimidos por exceso o por defecto.

PROBLEMAS - REGLA DE TRES

1.° Un determinado cable, cuya longitud es de 12 m, presenta una
resistencia de 500 ohmios. Si se desea que esta resistencia sea sélo de
45 ohmios, ¢qué longitud debera darsele al cable?

SOLUCICN

Las dos cantidades homogéneas conocidas son las que nos indican

la resistencia del cable, mientras la incognita se refiere a su longitud.

Por lo tanto, el primer término de antecedente y consecuente sera la
resistencia, y el segundo la longitud:

500 ohmios 12 metros
45 ohmios X metros
500:45::12: X




La relacién es directa, puesto que a menos resistencia le corresponde
menos longitud. Y por lo tanto:

12 X 45
X=————1'08 metros
500

2° ;Cual es la resistencia de un alambre de cobre de 1000 metros
de longitud y 1’5 mm de didmetro?

SOLUCION

A simple vista parece que al problema le falten datos, puesto que
s6lo nos dan dos y sabemos que en una regla de tres deben conocerse
como minimo tres, No obstante, si bien no lo indican, los otros datos
son conocidos, puesto que la resistencia especifica del cobre viene dada
en tablas. Esta es de 0’0178 ohmios por metro y por mm? de seccién.
Observe cémo ahora las cantidades que conocemos son cinco. Aqui se
desea hallar la resistencia, partiendo de la longitud y la seccién. Ahora
bien; la seccién debe darse en mm? y en la pregunta viene dada sélo en
milimetros. La primera operacion sera, pues, hallar la seccién del cable
o alambre:

Seccién = radio® X pi
Radio=1'5:2=0'75
0’75 X 0'75 X 3’1415 = 1'767 mm?

Y ahora
1 metro 1 mm? 0’0178 ochmios
1000 metros 1’75 mm? X ohmios

A mas metros, mas resistencia

1:1.000
A mas seccién, menos resistencia ::0'0178: X
1'75: 1
1000 X 1 X 0’0178
o= = 10’17 ohmios =10"2 ohmios
1’75

3.° Una vaca, atada a un arbol con una cuerda de 10 metros, tiene
pasto para 30 dias. ¢Qué longitud debera tener la cuerda para que pueda
pacer 40 dias?

SOLUCION

La solucion no es tan féacil como parece a simple vista. La longitud
de la cuerda no esta en relacién directa con los dias, puesto que la vaca
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no come en linea recta, sino en todo el circulo que abarca la cuerda. Por
tanto, es el circulo el que determina los dias que podra seguir comiendo. Y
como el area del circulo varia segin el cuadrado del radio, tendremos:

30 dias 10° m
40 dias X* m
30:40::10%: X*
40 w 100 4.000
X? = = — 133’33
30 30

X = /133’33 = 11’5 METROS DE CUERDA

TANTO POR CIENTO

1.° Un individuo compra una mercancia en 350 pesetas y la vende
por 412 pesetas, ¢(Qué % ha ganado?

SOLUCION

La ganancia ha sido de
412 — 350 = 62 pesetas

Por tanto, si en 350 pesetas ha ganado 62, en 100 pesetas habra ga-
nado una cantidad X. Resolviéndolo como una regla de tres, tendremos:

350 pesetas 62 pesetas
100 pesetas X pesetas

350:100::62: X
De lo que se deduce

100 X 62
X=———=17714=177%
350
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DEFINICION

Algebra es la parte de las Matematicas que tiene por objeto simpli-
ficar y generalizar las cuestiones que se refieren a los nuimeros. Para
ello se sirve de letras que representan toda clase de cantidades. Con las
primeras letras del abecedario (a, b, c, d...) se designan las cantidades
que se conocen cuando se plantea un problema. Las dltimas (...x, y, z)
expresan las cantidades que se buscan.

Los signos empleados en algebra para indicar las operaciones son los
mismos que en aritmética, o sea:

+ - X : v

y se leen de la misma forma. El signo X, que se indica también con
un (), se sobrentiende cuando los factores estan representados por le-
tras. Asi, a X b X ¢ se escribe solamente abc.

COEFICIENTE Y EXPONENTE

Llamase coeficiente AL NUMERO QUE SE COLOCA DELANTE DE UNA LETRA,
O DE UN GRUPO DE LETRAS, Y QUE EXPRESA LAS VECES QUE ESTA LETRA, O
ESTE GRUPO DE LETRAS, SE TOMAN COMQ SUMANDOS.

Asi, por ejemplo, no anotaremos

a4+ a- a,
sino
3a

El coeficiente 3 indica que la letra a debe tomarse tres veces como
sumando; o, lo que es igual, que la letra a debe multiplicarse por 3.
Recuerde que al referirnos a una letra sobrentendemos que la operacién
debe realizarse CON EL VALOR QUE PUEDA REPRESENTAR,
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Coeficiente

Exponente

aj
Exponente
Indica que el valor de a

debe multiplicarse n
veces.

a b?
2b x
5a’c
3xy

Son monomios
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Si en lugar de ser una sola letra lo que se repite como sumando, es
un grupo de ellas, como por ejemplo abc, el coeficiente se referird AL
PRODUCTO QUE REPRESENTAN ESTAS LETRAS. No olvide que abc significa
a X b X c. Asi, por' ejemplo, 5abc expresa:

abc - abc 4 abc 4 abc + abc

Cuando encontramos una letra, o grupo de letras, sin coeficiente al-
guno se sobrentiende que lleva el coeficiente 1. Asi:

a=1la
abc = labc

Cuando el coeficiente antecede a una expresion algebraica, encerrada
en un paréntesis, significa que toda la expresién se repite como suman-
do. Por ejemplo, en la expresién 2(a 4 b), para eliminar el paréntesis
deberiamos anotar:

2(a4b)=(a+b)+4(a+b)
(a+b)+(a4b)=a+b+a+b
at+b+at+b=2a-+2b

Observe que cuando el coeficiente antecede a una expresién encerra-
da entre paréntesis PUEDE SUPRIMIRSE COLOCANDO EL CITADO COEFICIENTE
A CADA UNA DE LAS LETRAS O GRUPOS SEPARADAS POR EL SIGNO -+ 0 —.

Asimismo, SE LLAMA EXPONENTE AL NUMERO O LETRA QUE' SE COLOCA EN
LA PARTE SUPERIOR DERECHA DE OTRA LETRA, EXPRESANDO LAS VECES QUE
ESTA SE TOMA COMO FACTOR.

a?=aX a
ab’c=a X bXbXc
a"—a X aXa...... a X a n veces

EXPRESION ALGEBRAICA

Una expresién algebraica es EL CONJUNTO DE NUMEROS (COEFICIENTES
O EXPONENTES) Y LETRAS RELACIONADAS POR LOS SIGNOS DE LAS DISTINTAS
OPERACIONES. A cada letra o grupo de letras separadas de las demds
con los signos + o — se les denomina TERMINOS DE LA EXPRESION AL-
GEBRAICA. La siguiente expresion

ab 4+ 2c 4+ 3ac—5b 4-d

consta de cinco términos.

Observe que, por sistema, se suprimen los signos de multiplicar.
Cuando entre dos letras o entre un numero y una letra no hay signo,
se sobrentiende que se trata de dos factores

Asi: ab=a X b; 2g=2 X g..., etc.
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MONOMIO Y POLINOMIO

Cuando la expresién algebraica consta de un solo término, se desig-
na con el nombre de MoNomIo. Por lo contrario, las expresiones con dos
0 mas términos se conocen por POLINOMIOS. Son casos particulares las
expresiones con dos o tres términos solamente, a las que se denomina
BINOMIOS Y TRINOMIOS respectivamente.

a’bc l
2bc? ¢ son monomios
V b s
a -+ bed y ;
3cd 4 ac } son binomios
a + 3ac + 2x + 3cb — 4acd : :
3c —+— cd _l_ 3a — 6bd son pOllnomlos

Para distinguir a simple vista si una expresién es polinomio o mo-
nomio, se atiende a si en ella figura algun signo + o —. Si no hay
ninguno, la expresién es un monomio. Si hay un solo signo, es binomio;
y si hay varios, polinomio.

TERMINOS SEMEJANTES

Al efectuar operaciones con las expresiones algebraicas, segin vere-
mos mas adelante, puede ocurrir que algunos de los términos de los
polinomios resultantes sean iguales o tengan las mismas letras con el
mismo exponente. En este caso se dice que contiene términos SEMEJAN-
TES. Asi, por ejemplo, en la expresion

3bc + 2ab — 5bc + 3cd

existen dos términos semejantes (¢l primero y el tercero), por cuanto
tienen las mismas letras afectadas por el mismo exponente (en este
caso se sobrentiende que el exponente es 1). Asimismo, en esta otra
expresion

2a*b — bc* — be? 4 5bc?

s6lo hay, también, dos términos semejantes, el segundo y el cuarto, ya
que, aunque el tercero tiene las mismas letras que aquéllos, el exponen-
te de una de ellas no es el mismo que el de las otras.

OBSERVE QUE TANTO EL SIGNO (POSITIVO O NEGATIVO) COMO EL COEFI-
CIENTE NO INFLUYEN EN LA SEMEJANZA.

REDUCCION DE TERMINOS SEMEJANTES

Cuando se halle ante esta circunstancia, puede recurrir a lo que se
denomina REDUCCION DE TERMINOS SEMEJANTES, que consiste en formar
un solo término con todos los que sean semejantes. Para ello se atiende
al signo que los precede y al coeficiente que poseen. Recuerde que el

a+b+c

Trinomio

ab+c

Binomio

2 c+p’-
—Xy+tcC

Polinomio

4ax/t
+tay-
-16 a x

£

Son términos semejantes.
Pueden reducirse a un
solo término, con lo cual
el trinomio se convertiria
en un binomio.
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signo — significa siempre una resta. En los dos ejemplos precedentes,
la reduccién daria:

ay—
3bc + 2ab — 5bc + 3cd = 2ab — 5bc + 3cd
-2ax - 3ho

2ab — 2bc + 3cd

Reduccién de términos

semejantes en el trinomio 2 3 2 2
anterior. S6lo han varia- 2a'b — bo® —be + BhGH = Bl = B iE

do los coeficientes. La + 5bc?
parte literal no varia. 2a’b + 4bc® — bc?

Observe que en la reduccién de los términos semejantes SOLO VARTAN
LOS COEFICIENTES, no la parte literal. El término resultante adopta el
signo de aquel de los términos semejantes que tenga mayor coeficiente.

FORMULAS

Con el empleo de las expresiones algebraicas pueden cifrarse, con
cardcter general, propiedades de las cantidades que de otra forma exi-
girian una larga notacién y un trabajo muy arduo. También permiten
indicar los procedimientos que conducen a la resolucién de problemas.

Por ejemplo, para expresar que el orden de los factores en la mul-
tiplicacién no altera el producto podemos emplear una igualdad com-
puesta de dos monomios:

ab—=—ba

Esas cuatro letras encierran en si una ley matemaética que tiene va-
lidez para Topos los numeros.

Otro ejemplo: sabemos que la longitud de la circunferencia es igual
al valor pi multiplicado por el duplo del radio (o sea, el diametro). Ex-
presado asi, con palabras, es un poco largo. Pero observe la sencillez
de su expresién como monomio: 2=,

Mas sencillez resulta imposible. SE DENOMINA FORMULAS A TODAS LAS
EXPRESIONES ALGEBRAICAS, QUE REPRESENTAN PROPIEDADES GENERALES O
PROCEDIMIENTOS DE RESOLUCION DE PROBLEMAS. »

OPERACIONES CON EXPRESIONES ALGEBRAICAS

Todas las reglas y normas para las operaciones aritméticas tienen
validez cuando se trata de operar con expresiones algebraicas.

SUMA

Podemos hallar dos casos: que los sumandos sean monomios, o que
los sumandos sean polinomios.

En el primer caso, se encierran los monomios entre paréntesis, para
indicar que son sumandos de una misma suma, y se escriben uno a
continuacién de otro. Una vez anotados todos, pueden suprimirse los
paréntesis, atendiendo a si entre los monomios hay alguno que sea
semejante a otro para proceder a su reduccién. La suma o resultado
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suele ser un polinomio. Por ejemplo, se desea sumar 4a®x?, a*bx? 3ab,
9b2%. Los cuatro son monomios. Los dispondremos de esta forma.

(4a°x?) + (a'bx?) + (3ab) 4 (9b2) — 4a3x? + a*bx?® 4 3ab + 9b2

La suma, efectivamente, es un polinomio, compuesto de cuatro tér-
minos en el ejemplo precedente. O sea, TANTOS TERMINOS COMO MONOMIOS
TENfAMOS COMO SUMANDOS, puesto que no ha habido reduccién posible
por no existir ningiin término semejante.

En el segundo caso (suma de polinomios) y en un tercer caso inter-
medio (suma de monomios con polinomios), el proceso de resolucién
es idéntico. Se encierran entre paréntesis los diversos sumandos y se dis-
ponen luego uno detras de otro; a continuacién se procede a la supre-
sién de los paréntesis y a la reducciéon de los términos semejantes, si
los hay. Veamos un ejemplo:

Sumar

(2ab + 3ca + 6abc) + (— 5ab 4 2bc — 5abc) 4 (3ab — 2bc — 3ca)
Sera: 2ab | 3ca 4 6abc — 5ab | 2bc — 5abc + 3ab — 2bc — 3ca.

El conjunto es muy largo. Como se aprecia a simple vista que existen
términos semejantes, los colocaremos uno debajo de otro, procurando
que los términos semejantes coincidan entre si. Tenga en cuenta que el
orden de los términos no altera el valor de un polinomio.

2ab + 3ca 4 6abc
— 5ab — 5abc + 2bc
3ab — 3ca —2bc

0 0 abc 0

Observe cémo, gracias a la reduccién de los términos semejantes, la
suma de los nueve términos que componian los tres polinomios ha
quedado reducida a un monomio, abc.

En cambio, para efectuar la suma de los polinomios 2x® 4+ 5x y x +
-+ 4, los colocaremos uno detras de otro, por cuanto sélo se aprecia
un término semejante. Asi:

(2x* +5x) + (x+4)=2x>+5x +x+4=2x>+ 6x + 4

RESTA

Lo mismo que en la suma, al efectuar una resta podemos encontrar-
nos con dos casos: sustraccién de monomios y sustraccién de poli-
nomios.

Para efectuar la resta de dos monomios se procede de igual forma
que en la suma; o sea, se encierran ambos monomios entre paréntesis,
y se escriben uno a continuacién de otro separados por el signo —.
Pero PARA SUPRIMIR EL PARENTESIS DE AMBOS MONOMIOS, DEBEREMOS CAM-
BIAR LOS SIGNOS DEL SUSTRAENDO (0 sea, los signos del monomio que va
precedido del signo —). Una vez cambiados los signos del sustraendo,
pueden suprimirse los paréntesis y efectuar la reduccién de los térmi-
nos semejantes si los hay.

(3bc)-
(-4 x)=

=3 b c+
4 x
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Para restar los monomios 3a?b y 4bc, los encerraremos primero entre
paréntesis (3a’b), (4bc) y los colocaremos después uno a continuacién
de otro, separandolos por el signo —:

(3a°b) — (4bc)

Y ahora, para suprimir el paréntesis, cambiaremos el signo del sus-
traendo, teniendo presente que SE SOBRENTIENDE QUE LLEVA EL SIGNO -
TODO MONOMIO QUE NO VAYA PRECEDIDO DE SIGNO ALGUNO 4 0 —. Por tanto,
se sobrentiende que los monomios anteriores son (-4 3a?b) — (4 4bc),

(3a%b) — (4bc) = 3a%b — 4bc

Observe como, efectivamente, el sustraendo 4bc ha cambiado de sig-
no, pasando de - 4bc a —4bc. Debe tener muy presente este cambio
de signo, ya que, si bien en la suma el orden de los sumandos no altera
el valor de la expresién resultante, no ocurre lo mismo en la resta.
Si por un error tomasemos el monomio 3a’b como sustraendo en lugar
de minuendo, la expresién resultante seria

(4bc) — (3a®b) = 4bc — 3a?b,

que es muy distinta a la anterior.
Si en lugar de monomios nos interesa restar polinomios, vale tam-

bién cuanto se ha dicho para los monomios. Supongamos los polinomios
5a—3b + 4c y 6a— 5b — 3c. Su resta sera

(5a — 3b + 4c¢) — (6a — 5b — 3¢)
Cambiando los signos del sustraendo

(5a—3b + 4c)— (— 6a + 5b + 3c)

y suprimiendo los paréntesis, obtendremos el polinomio
5a—3b 4 4c—6a 4 5b 4 3c

Como existen varios términos semejantes, procederemos a ‘su re-
duccién :

5a—6a—3b -+ 5b+4c+3c=—a-+2b+7c

Hemos colocado todos los términos semejantes uno a continuacién
de otro, ya que de esta forma resulta mas fécil su reduccién.

Observe que una vez cambiados los signos del sustraendo se pro-
cede como si se tratase de una suma. En efecto,

(5a—3b 4 4c) + (—6a + 5b 4 3c)=
Sa—3b+4-4c  —6a+5b+3q

da el mismo resultado, después de reducidos los términos semejantes,
que la resta anterior. Por lo tanto, cuando debamos efectuar una resta,
cambiaremos los signos del sustraendo, y procederemos como si fuéra-
mos a sumar.

Puede presentarse un tercer caso: que debamos sumar y restar al
mismo tiempo, o sea, en una misma expresion. La solucién consiste en
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cambiar los signos a todos los términos de los monomios o polinomios
que vayan precedidos del signo —. Por ejemplo:

(4a® — 2a%b) — (2a2b + 3a’b) + (5a°® + a’b) — (2a’b — 5a°b)

Cambiando los signos de los polinomios precedidos del signo —, y
sustituyendo luego éste por el signo de suma, tendremos:

(4a® — 2a°b) + (—2a’b — 3a’b) + (5a° + a’b) + (—2a’b + 5a°b)

Ahora pueden suprimirse todos los paréntesis, colocando cada térmi-
no con el signo que le corresponde:

4a® — 2a°b — 2a%b — 3a%b + 5a® 4 a’b — 2a’b 4 5a%b
Y como hay términos semejantes:

4a® -+ 5a® — 2a®b — 3a®b + a®b + 5a°b — 2a’b — 2a’b—

———— N T T

=9a® 4 a’b —4a’b

MULTIPLICACION

LA MULTIPLICACION ALGEBRAICA ES LA OPERACION POR MEDIO DE LA CUAL,
DADAS DOS O MAS EXPRESIONES ALGEBRAICAS, SE HALLA OTRA CUYO VALOR NU-
MERICO ES IGUAL AL PRODUCTO DE LOS VALORES NUMERICOS DE LAS TOMADAS
COMO FACTORES.

Se entiende por valor numérico de una expresién algebraica EL RE-
SULTADO DE EFECTUAR LAS OPERACIONES INDICADAS SUSTITUYENDO TODAS LAS
LETRAS POR LOS VALORES QUE LES PUEDAN CORRESPONDER. Por ejemplo, en
el polinomio ab + bc—ac, el valor numérico, asignando a las letras

los valores a—2, b—28, ¢ =26, seria:

ab4+bc—ac=(2 X 8)+ (8 X 6)— (2X6)
ab +bc—ac=—16 +48 —12=>52

Tres son los casos principales que pueden presentarse en la practica:

a) Multiplicar dos monomios;
b) Multiplicar un polinomio por un monomio;

¢) Multiplicar dos polinomios.

Pero antes de iniciarnos en el estudio de cada uno de los citados ca-
sos, veamos primero una regla de gran importancia para la perfecta
resolucién de la multiplicacion algebraica. Tanto en la suma como en
la resta, los términos de las expresiones algebraicas iban precedidos del
signo 4+ o —, segun fuera éste o aquél el signo que ostentaban en los
sumandos. Sélo cambiaba el signo cuando, al efectuar la reduccién de
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+ X +=+
— X —=4

— X =~

Regla de los signos: Mas
por maés, igual a mas.
Menos por menos, igual
a mds. Mds por menos,
igual a menos. Menos por
mas, igual a menos.

78

términos semejantes, éstos poseian signo distinto; se tomaba entonces
el signo del término con mayor coeficiente. Pero lo que es valido para
la suma y la resta, no lo es para la multiplicacién. En esta operacién
debemos tener muy en cuenta los signos de que van precedidos los
términos, para colocar el correspondiente al término resultante. Para
ello tenga siempre presente la denominada REGLA DE LOS SIGNOS :

+ X +=+4+ (mds por mas, igual a mas)

=N == (menos por menos, igual a mas)
I R (méas por menos, igual a menos)
— X F+=— (menos por mas, igual a menos).

CUANDO 1LOS DOS TERMINOS QUE SE MULTIPLICAN VAN PRECEDIDOS DEL
MISMO SIGNO (YA SEA -+ O —), EL TERMINO RESULTANTE DEBE IR PRECEDIDO
DEL SIGNO MAS. POR EL CONTRARIO, SI 1LOS DOS TERMINOS VAN PRECEDIDOS DE
DISTINTO SIGNO, EL TERMINO RESULTANTE LLEVARA EL MENOS.

Debe aprenderse de memoria la precedente regla por ser de gran im-
portancia.

MONOMIO POR MONOMIO

Para multiplicar un monomio por otro monomio, DEBERAN MULTIPLI-
CARSE PRIMERO LOS COEFICIENTES. El producto sera el coeficiente del nue-
vo monomio. Luego se anotardn todas las letras distintas que existan
entire los dos monomios. Si alguna se repite en ambos, ira afectada de
un exponente IGUAL A LA SUMA DE LOS EXPONENTES que tenga en cada uno
de los monomios.

En la multiplicacién (8ab) (— 5a%y), el producto seria igual a multi-
plicar coeficientes y letras, puesto que las expresiones 8ab y — 5a’y no
significan otra cosa que 8 X a X by —5 X a X a X y; por tanto la mul-
tiplicacién anterior podria escribirse de la siguiente forma

(8ab) (—3Sa’y)=8 X aXbX —5XaXaXy

Y ahora, atendiendo a los coeficientes y a las letras iguales, el re-
sultado completo serd:

(8 X —5)
(8ab) (—Sa?y)=8X axb—5XaxXaXy=—40X
(aXaXa),
X a3 X b X y=—40a’by

Observe cémo se ha respetado la regla de los signos.

Simplificando las operaciones, habriamos llegado al mismo resultado
procediendo a la multiplicacién directa de los coeficientes y a la ano-
tacién de las letras con sus correspondientes exponentes :

Suma de exponentes
(8ab) (— 5a%y)=1(8 X —5) a'*’by =— — 40a’by

)



Veamos atn otro ejemplo. Sea la multiplicacién (2ab) (3ac?). Su re-
solucién simplificada sera:

(2ab) (Bact)=(2 - 3) a'"be®* =6a’bc*

Si en lugar de ser sélo dos se trata de multiplicar varios monomios
entre si, se procede a multiplicarlos de dos en dos, sustituyéndolos por
su producto.

Sea la multiplicacién (5a%b) (ab) (4ac?) (5abd).

Efectuaremos primero la multiplicacién de los dos primeros fac-

ores :
(5a?b) (ab) = 5a%*'b'*! = 5a°b?

Sustituyéndolos por este producto hallado, queda la multiplicacién
en:
(5a%b?) (4ac?) (5abd)

Buscaremos ahora el producto de los dos primeros factores que te-

nemos :
(5a°b?) (4ac?) =(5 - 4) a®*'b’c? = 20a*b*c?

Con lo cual, ya sélo nos quedan dos factores:
(20a*b%c?) (5abd) = (20 - 5) a**'b*"*c®d = 100a°b3c?d

Y por tanto:
(5a%b) (ab) (4ac?) (5abd)=100a’bsc3d

POLINOMIO POR MONOMIO

Habra observado que todos los monomios de las operaciones anterio-
res estaban encerrados entre paréntesis, para indicar que cuanto encierra
forma un solo factor. De igual forma, cuando entra un polinomio en la
multiplicacién, lo primero que debe efectuarse es encerrarlo entre pa-
réntesis para prevenir posibles errores, dada la cantidad de términos que
puede tener todo polinomio.

A pesar de la aparente complejidad que parece acarrear el multipli-
car un polinomio, ésta se simplifica si se atiende a la circunstancia de
que un polinomio no es mas que un grupo de monomios unidos por los
signos + o —. Por tanto, la operacién queda reducida a multiplicar el
monomio tomado como multiplicador por cada uno de los monomios que
componen el polinomio multiplicando, teniendo en cuenta la regla de
los signos.

Asi, en la multiplicacién (a® — b? — 2d*) (— 3a’bc) podriamos tomar
por separado los tres monomios a®, — b2, —2d* y multiplicarlos por
— 3a%bc,

(a®) (— 3a%bc) = — 3a°bc
(—b?) (—3a’hbc)= 3a%bic
(—2d*) (—3a’bc)= 6a’bcd*

79




3 (a+b)

L El coeficiente afecta
a los dos términos
del binomio.

3(a+b)=
=3a+3b

Ambas expresiones
tienen el mismo wvalor.

ax+az

Factor comiin

a (x+z)

La expresién anterior
también puede escribirse
considerando que @ es
coeficiente de x y de z.
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Y después escribir los productos en forma de polinomios, precedidos
del signo correspondiente:

— 3a°bc + 3a?b’c -+ 6a%bed?

Por tanto, el producto final de la multiplicacién indicada es
(a3 —b%? —2d%) (— 3a%bc) = — 3a’bc + 3a’b’c 4 6a’bed?,

que es €l resultado de multiplicar el monomio por cada uno de los térmi-
nos del polinomio.

Caso muy frecuente es hallar expresiones como 7(ab 4 b), en las que
el polinomio viene afectado por un coeficiente general. La expresién in-
dica que el coeficiente es comun a los términos que encierra el paréntesis.
En el presente ejemplo, la expresién completa seria 7ab - 7b, resultado
de multiplicar el coeficiente por cada uno de los términos. Lo inverso
también puede efectuarse, o sea, que si hallamos un polinomio en que los
términos tienen el coeficiente o letras iguales, podemos sacarlo fuera del
paréntesis, anotandolo como factor comun. Tomemos el polinomio 15ax —
— 9bx? -+ 12x, en el que no sélo tenemos una letra comun a todos los
términos, sino que ademas todos los coeficientes tienen un divisor comun.
Por tanto, podemos indicarlo de las dos formas siguientes:

15ax — 9bx? 4 12x = 3x(5a — 3bx + 4)

puesto que la multiplicacién indicada en esta tltima forma da el mismo
producto que la primera. En resumen, siempre que se encuentre con una
cifra o un monomio que anteceda a un polinomio encerrade entre parén-
tesis, debe recordar que significa que es un factor comun a cada uno
de los términos del polinomio.

POLINOMIO POR POLINOMIO

Segun el parrafo anterior, la expresién x(a + b) seria igual a xa + xb.
Pero si sustituimos x por un valor tal como c 4 d, o sea, x=c - d, la
expresién anterior se transforma en

xa 4 xb = (c 4+ d)a + (c + d)b

Y efectuando estas ultimas multiplicaciones :

xa + xb=(c 4 d)a 4 (¢ + d)b=ca 4+ da 4 cb 4 db

y como xa + xb==x(a -4 b), siendo x=c 4 d, serd xa + xb=_(_c + d)
(a + b). Esta tltima expresién estd compuesta por dos polinomios (bino-

mios), y por tanto se trata de multiplicar un polimonio por otro poli-
nomio. Del resultado obtenido

(c+d)(a+b)=ca+da+4cb-+db

obtenemos la regla de la multiplicacién de polinomios por polinomios:

PARA MULTIPLICAR UN POLINOMIC POR OTRO POLINOMIO, SE MULTIPLICA
CADA TERMINO DEL MULTIPLICADOR POR TODOS LOS DEL MULTIPLICANDO Y SE
SUMAN LOS TERMINOS SEMEJANTES QUE RESULTEN,
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Para facilitar la tarea se efecttia una operacién preliminar denomi-
nada ORDENACION DEL POLINOMIO con respecto a una letra, que no es otra
cosa que variar el orden de los términos del polinomio de forma que los
exponentes de la letra escogida vayan de mayor a menor. Por ejemplo, en
el polinomio «desordenado» 3ab? — b? 4+ a® — 3a?%b, los exponentes de una
cualquiera de las letras no guardan ningin orden. Pero si tomamos como
letra base la a, por ejemplo, y colocamos los términos de forma que los
exponentes de esta letra vayan de mayor a menor,

a® — 3a’b -} 3ab? —b?

habremos ordenado el polinomio con respecto a la letra citada.

Esta ordenacién de los polinomios es indispensable, puesto que, aun-
que sin ella también podriamos efectuar la multiplicacién, la suma pos-
terior de términos semejantes, o reduccidn, seria mucho méas compleja,
por cuanto el numero de términos del polinomio resultante, antes de efec-
tuar la citada reduccién, es igual al producto del niimero de términos de
cada polinomio. Asi, en una multiplicacién en la que los polinomios tu-
vieran cuatro y tres términos respectivamente, el polinomio resultante
tendria 3 X 4 = 12 términos. Hallar los semejantes-entre tal cantidad de
términos, puede ser causa de errores. Por tanto, y dado lo sencillo que
resulta ordenar los polinomios, siempre es conveniente efectuar esta
operacién.

Por ejemplo, para multiplicar (a? 4 b2 — 2ab) (a* — b? + 4ab), orde-
naremos primero los dos polinomios con respecto a la letra a. Asi:

(a% + b*— 2ab) = (a? — 2ab + b?)
(a? —b? 4 4ab) = (a? 4+ 4ab — b?)
Ahora la multiplicacién queda de esta forma
(a? —2ab 4 b?) (a? + 4ab —b?)

Cuando deba efectuarse una multiplicacién en la que el multiplicador
tenga mas de dos términos, serd conveniente disponer los polinomios de
esta forma:

a®?—2ab -+ b?
a? 4 4ab —b?

para multiplicar como si se tratara de nimeros, teniendo muy en cuenta
los signos de los términos, y procurando colocar los términos semejantes
uno debajo de otro. Se empieza a operar por el término del multiplicador
situado mas a la izquierda:

a?—2ab 4 b?
a? -} 4ab — b?
at—2a’b 4 a%b? .....coveeiiiiiiiiinn, por a?
-+ 4a%b — 8a’b? - 4ab® ................ por 4ab
— a?b? | 2ab® —b* ......... por — b?

a! - 2a°b — 8a®b? 4 6ab® — b*

Observe que se parece mucho a la multiplicacién normal con canti-
dades o nameros, si bien aqui se separan los términos. Otra particula-
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ridad es la de que, con esta disposicién, sélo quedan cinco de los nueve
términos (3 X 3=9) de la resultante, habiéndose reducido los cuatro
semejantes.

En esta otra multiplicacién (x* 4 xy + y*) (x—17y), en la que vemos
el polinomio ya ordenado, la reduccién es aun mas fuerte. Obsérvelo
como cosa curiosa:

¥yt y
Xx—y

XOCERZ0. L w08 s e S s por x
— Xy —xy* —y°

x® 0 0 —y8

Hasta aqui, es posible que se haya preguntado para qué sirven tantas
letras sin ton ni son. Anteriormente se ha indicado que por medio del
algebra podian cifrarse propiedades generales de los nimeros, mediante
las denominadas férmulas. Del ejemplo anterior podemos extraer una
de dichas propiedades. El producto obtenido de la multiplicacién (x® +
+ xy + ¥ (x —y) es x> —y®. De ahi deducimos que LA DIFERENCIA EN-
TRE LOS CUBOS DE DOS NUMEROS CUALESQUIERA ES IGUAL A LA SUMA DE LOS
CUADRADOS DE AMBOS NUMEROS MAS SU PRODUCTO (x? 4 y? 4 Xy), MULTIPLI-
CADA POR LA DIFERENCIA ENTRE ELLOS (x —y).

Le invito a que lo pruebe con dos nameros cualesquiera; verd céomo
la férmula es correcta. La inversa también es valida, y por tanto pueden
sustituirse los dos polinomios factores por el binomio resultante, o vi-
ceversa. Esta reciprocidad debe tenerse muy en cuenta, ya que puede
ayudarnos facilitando el calculo.

CASOS PARTICULARES

Similares a la anterior expresién, podemos citar los llamados casos
particulares de la multiplicacién de polinomiocs. Los mas usuales son:
Cuadrado de la suma de dos ntmeros:

(a+Db)(a+b) 6 (a4 by
Cuadrado de la diferencia de dos ntmeros:
(a—b) (a—b) 6 (a—Db)?
Producto de la suma por Ia diferencia de dos numeros:
(a+b) (a—Db)

Los analizaremos uno por uno, dada su particularidad.

1.° CUADRADO DE LA SUMA DE DOS NUMEROS

(a+b) (a+b) 6 (a+tb)y

Efectuando la multiplicacién jasi indicada, nos da

at+b
a4b

a?4 ab
ab -+ b2

a? 4 2ab 4 b?




Este caso se enuncia de esta forma:

EL CUADRADO DE LA SUMA DE DOS NUMEROS ES IGUAL AL CUADRADO DEL
PRIMERO. (a2) MAS EL DUPLO DEL PRODUCTO DEL PRIMERO POR EL SEGUNDO (2ab),
MAS EL CUADRADO DEL SEGUNDO (b?).

2.° CUADRADO DE LA DIFERENCIA DE DOS NUMEROS

(a—Db) (a—b) 6 (a—Db)

Operando como en el caso anterior:

a—b
a—Db
a?2— ab
— ab -} b2
a? —2ab |- b2

O sea: EL CUADRADO DE LA DIFERENCIA DE DOS NUMEROS ES IGUAL AL CUA-
DRADO DEL PRIMERO (a?), MENOS EL DUPLO DEL PRODUCTO DEL PRIMERO POR EL
SEGUNDO (— 2ab), MAS EL CUADRADO DEL SEGUNDO (b?).

3.° PRODUCTO DE LA SUMA POR LA DIFERENCIA DE DOS NUMEROS

(a+b) (a—Db)

Resolviendo la multiplicacién tenemos:

a-tb
a—b
a?4 ab
— ab—Db?
a? 0 —b?

Resultado que en forma de enunciado se expresa asi:

EL PRODUCTO DE LA SUMA DE DOS NUMEROS POR SU DIFERENCIA ES IGUAL
A LA DIFERENCIA DE SUS CUADRADOS.

Los tres casos indicados tienen mucha aplicacion en algebra, por lo
que debe esforzarse en recordarlos.

Otros dos productos, no tan empleados como los anteriores, se refie-
ren a los casos

(a+b) y (a—by

En el primero, podemos descomponer el binomio en otros dos bi-
nomios, (a 4+ b)? (a 4+ b), puesto que (a 4 b)?, no es otra cosa que el
producto (a 4+ b) (a 4+ b) (a 4+ b), del que podemos tomar los dos facto-
res primeros como (a4 b)®.. Y como (a 4 b)? es

(a 4+ b)>=a? 4 2ab + b?
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podemos sustituir el binomio (a + b)? por este ultimo polinomio, que-
dando

(a? 4 2ab + b?) (a4 b)
La multiplicacién dara

a? 4 2ab -+ b?
a4b
a® 4+ 2a%b + ab?
a’b -+ 2ab% 4 b®
a® 4 3a’b 4 3ab% + b?

O sea, EL CUBO DE LA SUMA DE DOS NUMEROS ES IGUAL AL CUBO DEL PRIME-
RO, MAS EL TRIPLE DEL CUADRADO DEL PRIMERO POR EL SEGUNDO, MAS EL TRI-
PLE DEL PRIMERO POR EL CUADRADO DEL SEGUNDO, MAS EL CUBO DEL SEGUNDO.

Y si en lugar del cubo de la suma es el cubo de la diferencia de dos
numeros, tendremos igualmente que

(a—by=(a—b)* (a—Db);
y por ser
(a—Db))=a%?—2ab |+ b?
también podemos indicar
(a—Db)*=(a® —2ab 4 b?) (a—Db),

como en el caso anterior. Efectivamente, el producto

a?— 2ab + b?
a—b
a® — 2ab? 4 ab?
— a%b 4 2ab?*—b?
a®— 3a’b 4 3ab®? —b?®

Es decir: EL CUBO DE LA DIFERENCIA DE DOS NUMEROS ES IGUAL AL CUBO
DEL PRIMERO, MENOS EL TRIPLE DEL CUADRADO DEL PRIMERO POR EL SEGUNDO,
MAS EL TRIPLE DEL PRIMERO POR EL CUADRADO DEL SEGUNDG, MENOS EL CUBO
DEL SEGUNDO.

Observe que en ambos casos los monomios o términos componentes
del polinomio resultante son los mismos, cambiando tnicamente un par
de signos. Otra observacién importante : el exponente se refiere a la suma
del binomio y no a cada uno de sus términos. Por tanto, no es lo mismo
(a® 4+ b®) que (a 4+ b)®. El primero es la suma de potencias, y el segundo
la potencia de una suma. Sustituya los dos términos por nimeros sen-
cillos, efectue las operaciones, y vera como dan resultados muy distintos.
Por ejemplo, dando los valores a=—4 y b=23, en el primer caso sera:

(a® 4+ b)) =(4® 4 33) = (64 + 27) =091
y en el segundo
(a+by=(44 3P =7"=1343,

resultados que difieren mucho entre si.
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i Leccion sexta

Operaciones con expresiones algebraicas (divisién, fracciones
algebraicas, potenciacién y radicacién)

’ , DIVISION ALGEBRAICA

| También son tres los casos que se presentan en la practica, al dividir
expresiones algebraicas; casos que son los mismos que en la multipli-
cacion :
- a) Dividir dos monomios;
b) Dividir un polinomio por un monomio;
p ¢) Dividir dos polinomios.

‘ En la divisién tiene igualmente aplicacién la denominada regla de los
signos. Cuando dividendo y divisor tienen el mismo signo, el cociente
serd positivo (+). Si tienen signos distintos, el cociente serd nega-

+ tivo (—).

a) Dividir dos monomios

| ++

e

Regla de los signos en la

Para dividir dos monomios se atendera primero al signo que llevan
ambos, para determinar el del cociente. Luego se dividen los coeficien-
tes; a continuacién se colocan las letras comunes al dividendo y al

I+ L4

divisién: divisor, restando los exponentes, y finalmente las letras no comunes.
Slgn:- Iguales, ; coclente Sea la divisién . . . . . . . . . . —15a%b*d: 3atb%c
gol:;o:oéhﬁm“’ icelinie El signo del cocientesera . . . . . . . —: 4 =—
negativo. El coeficiente . , , . . . . . . . . 15:3 =5
-~ La parte literal comtn es. . . . . a’b'c® —(a’b*c) = ab*c?
Y finalmente, la parte literal no comin . d =d
Por lo tanto,
— 15a%b*c?d : 3atb’*c = — S5ab?c*d
Observe que la parte literal comun del dividendo actia de minuen-
OBSERVACION do al efectuar la resta, asi como la del divisor actia de sustraendo.
IMPORTANTE Debe respetarse siempre este orden, ya que de lo contrario se falsearia
el resultado.

Si al efectuar la divisién resultara que los coeficientes no tienen co-
ciente exacto, pueden dejarse en forma de quebrado. Asimismo, si los
exponentes de la parte litera] comun son mayores en el divisor que en
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el dividendo, se restan como si fueran nimeros negativos, colocando,
en el cociente resultante, las letras afectadas de un exponente negativo.
Por ejemplo:

12a’b*d : 8a’béc

Coeficiente _ _ _ _ _ _ _ _ _ 12:8 =15
Se dividen los coeficien- 12 3
tes o se defan en forma ..
de quebrado. o también, — — — _ _ _ __ =
8 2
Parte literal a’h? d
Se restan las partes lite- a’b'c
rales de ambos términos.
a’b—4c—d
‘b*d ’
a Resultado 12abd : 8a’béc = —— a*b—*c—d
2

a’b® c

a’b‘c' d

Letra no comdn

Observe que la letra c del divisor va también afectada de coeficiente
negativo, indicando de esta forma que esta letra pertenece al divisor.
Las letras no comunes del divisor llevan siempre los exponentes pre-
cedidos del signo —. En el apartado Potenciacion explicaremos lo que
significan los exponentes negativos.

b) Dividir un polinomio por un monomio

REGLA .
GENERAL

el monomio, como antes se ha explicado. Los sucesivos cocientes for-
man la expresién algebraica resultante,

En este caso se divide cada uno de los términos del polinomio por

Tomemos por ejemplo la division
(8a° — 4a*b + 28a’b? — 4a?) : 4a?

términos del dividendo
por el monomio divisor

Dividimos cada uno de los }

Dividiendo por separado cada uno de los términos por 4a?,

8a%: 4a? = 2al
—4a*b:4a? = — a%b
28a’b?:4a* =  7ab?
—4a?:4a> = —1

en forma de expresién
algebraica

Colocando los cocientes }
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Y expresando todos estos cocientes en forma de expresién algebraica
tendremos

(8a* —4a‘b + 28a’b* —4a?): 4a’ = 2a° —a’b + 7ab*—1

)




E| ultimo término del polinomio sdlo se diferencia del monomio
divisor en el signo En este caso, al dividir los coeficientes nos da — 1,
y al efectuar la division de la parte literal nos encontramos ante un caso
que ya es viejo amigo nuestro:

at:a?=a"?=2a’

Recuerde que en la primera leccion de Aritmética vimos que cual-
quier numero elevado a la potencia cero era igual a la unidad. Asimis-
mo, cualquier término elevado a la potencia cero es igual a la unidad.
Y por tanto:

—d4at: 422 =—1"=—1"1=—1

También en la divisiéon de polinomios por monomios podemos ha-
llarnos con exponentes negativos, como por ejemplo:

(12a%b%x* + 6ab?) : 3a’bx?

En el primer término la parte literal se corresponde letra a letra.
Por tanto,

12a%b?x* : 3atbx? = 4abx?

No asi en el segundo término, en el que la letra a tiene menor ex-
ponente y carece de letra x. Por tanto el resultado tendrd dos expo-
nentes negativos :

6ab? : 3abx? = 2a—'bx—?
El cociente completo sera:

4abx?® + 2a—'bx—?

c) Dividir dos polinomios

Ante todo, para dividir dos polinomios es preciso que ambos tengan
alguna letra ordenada en el mismo sentido. Por tanto, lo primero que
debe efectuarse es la ordenacién de los polinomios respecto a una
misma. letra. A continuacién se procede de la siguiente forma:

Sean los polinomios 8a® — 16a°b + 10a*b* (ordenado ya con respeto
a la letra a) y 4a?— 2ab.

Dispongéamoslos como si fuéramos a efectuar una divisién con nu-
meros :

Se divide el primer tér-
8a® — 162a°b + 10a*b? | 4a? — 2ab mino del dividendo por el
2at primer término del divisor.

} 8a:402 =2d*

A continuacién se multi-
8a% — 16a°b + 10a%bh? | 4a? — 2ab plica todo el divisor por el
2at cociente obtenido. El pro-
—8a% + 4a’b ducto se resta de los prime-
ros términos del dividendo.

0 —12a%b

4a> -2ab
X 2af

8a’-4a’b
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Observe que ai producto obtenido de muitiplicar el cociente por el
divisor se le han cambiado los signos al restarlos del dividendo. Efecti-
vamente, siendo el producto

(4a® — 2ab) 2a* = 8a¢-—4a’b
al restarlo de los dos primeros términos tenemos
(8a® — 16a°b) — (8a® — 4a’b)

Ya sabe que para suprimir un paréntesis precedido del signo —
deben cambiarse los signos de todos los términos que encierra; y por
tanto quedara asi:

8a® — 16a’b — 8a® + 4a°b
que reducido queda en

8a® — 8a% — 16a’b + 4a’h = — 12a%b,

resultado obtenido en el resto de la divisién.

[
Al primer resto se le afia-
de un nuevo término del
dividendo.

Primer resto

8a® — 16a°b + Eg"b’ l 4a? — 2ab

a7 Al resto obtenido se le

anade un nuevo término del

— 6 5
8aF 4 42b dividendo.

» — 12a°b + 10a‘b?

—lzasb;—
da®

=3a’b

Segundo término del co-
ciente

Primer término del
divisor

Primer término del pri-

mer dividendo parcial

Y se divide el primer tér-
mino de este dividendo par-
cial por el primer término
del divisor, atendiendo a la
regla de los signos.

8a® — 16a’b + 10a*b? | 4a? — 2ab
2a* — 3a%b

— 8a® + 4a°b

— 12a’b + 10a*b?

8a¢ — 16a’b + 10a*b? | 4a? — 2ab

T — 32h El ultimo término obte-

nido del cociente se multi-
plica por todo el divisor. El
producto obtenido, con los
signos cambiados, se resta
del dividendo parcial.

— 8a® + 4a‘’b

— 12a’b + 10a‘b?
+ 12a%h — 6a™?

0 + 4a'b?
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Si hubiera mas términos en el dividendo, volveria ahora a formarse
otro dividendo parcial, y se operaria de igual forma. La anterior divisién
es inexacta, con un resto igual a 4a*b?, siendo el cociente 2a* — 3a°b.

UN EJEMPLO

No es dificil dividir polinomios, pero si necesita practica. A continua-
cién exponemos otro ejemplo, con la divisién totalmente terminada, a

2,




fin de que usted intente seguirla paso a paso. Efectuaremos la division:
(22azb? + 15b* + 3a* — 10a’bh — 22ab®) : (a* + 3b? — 2ab)

Ordenando los polinomios, y disponiéndolos como en el ejemplo
anterior:

3a* — 10a%b -+ 22a?b? — 22ab®* 4+ 15b* | a? — 2ab + 3b?

— 3at + 6a*b — 9a?b? 3a? —4ab + Sb?
— 4a’b + 13a?b? — 22ab®
+ 4a%h — 8a®b? -+ 12ab?
5atb? — 10ab* + 15b*
— 5a?b? + 10ab®* — 15b*

0
Denominador
FRACCIONES ALGEBRAICAS Numerader
Cuando la divisién se deia indicada, separando dividendo y divisor
por una raya horizontal, nos encontramos ante la fraccién algebraica,
que se corresponde, en propiedades y caracteristicas, con Jos quebrados X Y
aritméticos. - =
20a’b* | 5 by
Asi, la expresion ———— es una fraccion compuesta de un numera- ‘—l
Sa‘b

b ] e o Términos de la fraccién
dor 20a’b* y de un denominador 5a‘b, llamados también términos de la

algebraica.
fraccion.
Los términos pueden estar formados indistintamente por monomios o
polinomios.
Al igual que con sus homoénimos aritméticos, las fracciones algebraicas
no se alteran si sus dos términos se multiplican o dividen por una misma
cantidad, lo cual nos permite proceder a su simplificacion.
SIMPLIFICACION DE FRACCIONES ALGEBRAICAS
Teniendo en cuenta que la letra potenciada puede escribirse de cual-
quiera de estas formas:
at=a*-a=a*a’=a’>a-a=a-a-a-a,
20a%b*
podriamos escribir la fraccion ———— procurando que los facteres tu-
- - 4
vieran el mismo exponente: Sa‘b 5x4¢4q Hbs
20a%b* S - 4a‘abb?’

Sa‘b Sa‘b 5 d H
9

i
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Eliminando en numerador y denominador la expresién 5a‘b, comin a
ambos, quedaria en

20a’b* 5-4-a* a-b-b? (4ab?) x (5a*b)
= = = 4ab?
5a‘b Sa‘b (5a*b)
Si se tratara de simplificar la fraccién
a+b
a?—b?

deberemos hallar primero la expresién inicial de a? — b?, Recuerde que
la diferencia de los cuadrados de dos ntimeros es igual al producto de la
suma por la diferencia de dichos numeros, o sea, a2—b? = (a + b)
(a — b). Por tanto, sustituyendo por esta segunda expresién el denomina-
dor de la fraccién:

a+b 1

(a+b)(a—b)  (a—b)

puesto que el factor (a + b) es comuin a ambos términos.

En los dos ejemplos anteriores habra observado que cuando al simpli-
ficar nos encontramos con que uno de los términos, numerador o denomi-
nador, est4 contenido en el otro, el resultado difiere segiin cudl sea el
contenido. En el primer caso era el denominador el que estaba contenido
en el numerador, y por ello el resultado era una expresién entera (como

ocurre, por €jemplo, en el quebrado —g- = 4), desapareciendo el denomina-

dor. Por lo contrario, en el segundo caso es el numerador el que est4 con-

tenido en el denominador. Aqui no desaparece el numerador, sino que se
sustituye por la unidad (como en el quebrado % = %). Tenga siempre

presente esta particularidad al simplificar fracciones algebraicas, ya que
el resultado difiere mucho entre

1
—— 6 (a—Db).
(a—b)

OBTENCION DE FRACCIONES CON UN DENOMINADOR
DETERMINADO

De la misma forma que pueden simplificarse las fracciones, podemos
obtener otras fracciones con el denominador que nos interese. Por ejem-

. . 5x . :
plo, si tenemos la fraccién e deseamos convertirla en otra fraccién

cuyo denominador sea 60abc, no tendremos mas que dividir este ultimo

{Q\n




denominador por el de la fraccién. Con el cociente obtenido, se multipli-
can los dos términos de la fraccién:

60abc: 3a = 20bc
5x 5x - 20bc 100bcx

3a 3a- 20bc 60abc

De esta forma pueden obtenerse las fracciones que mds interesen para
el cédlculo, como veremos mas adelante.

REDUCCION DE FRACCIONES

Cuando se dispone de varias fracciones algebraicas con distinto deno-
minador, se ignora la relacion que pueda existir entre ellas, o si tienen
factores comunes. Para ello es necesario que todos sus denominadores
sean iguales; o, lo que es igual, es preciso reducir las fracciones a un
comun denominador.

Cuando los denominadores son sencillos, bastara con colocar un de-
nominador que sea el producto de todos ellos. Por ejemplo, con las frac-
ciones

a ce

b df
el calculo del denominador comin no presenta complicacién alguna. Bas-
tara colocar el denominador bdf a cada una de las fracciones, multipli-
cando el numerador por los denominadores de las otras fracciones.
a c e a-df c-bf e-bd

’ ’ e ’ ’
b df b-df d-bf f-bd

Pero por regla general no es tan facil el calculo. Cuando los denomina-
dores son algo complicados, o son polinomios, sera mejor recurrir al mi-
nimo comun denominador.

Para determinar éste, se descomponen todos los denominadores en sus
factores simples.

6a 3bc S5ab d
Asi las expresiones ; , ,
15ab  12ac  20bc 4a
res son algo complejos, pueden reducirse a comin denominador de esta
forma:

, cuyos denominado-

El denominador 15ab es igual a 3-5-a-b
12ac a3 2-2-ac
20bc a5-2-2-b-c

4a a 2-2-a

Ahora tomemos la primera descomposicién 3-5-a-b y vayamos afa-
diéndole aquellos factores de las otras descomposiciones que no estén en
esa primera:

3-5-a-b- 2-2-¢

60 abc:ﬁ

3a <
:2? bc

Expresién por la
que deberemos
multiplicar los dos
términos de la
fraccion.

Denominador de la
fraccién. -

Denominador que
nos interesa

3-5
3-2-2dc
5-2-2
2-2¢f

Los factores 2 y c son los
Gnicos que no estin en la
primera descomposicién.
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Siga una por una todas las
operaciones que siguen.
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El factor 2 - 2 se cuenta como uno solo, puesto que proviene de la
descomposicién del coeficiente 4. Si tomasemos sélo un 2, el coeficiente
que nos daria seria divisible por 2, pero no por 4.

El resto de las letras y productos se repite, y por tanto podemos pres-
cindir de ellos.

Por tanto, el minimo comuin denominador sera
3.5-2-2-a-b-¢c = 60abc

Observe que con los factores tomados podemos componer cualquiera
de los denominadores dados. De no ser asi habriamos errado en la des-
composicién en factores simples o al tomar los factores no repetidos.

Ya determinado el minimo comun denominador, procederemos a sus-
tituir por éste los denominadores de las fracciones algebraicas dadas, de
la forma ya indicada al tratar de la transformacién de un denominador
en otro que nos interesa.

Segtin vimos, se divide el minimo comin denominador (que es el de-
nominador que nos interesa colocar a las fracciones) por el denominador
de cada fraccién. Luego se multiplican éstas por el cociente que nos dé.
Reduzcamos las fracciones arriba indicadas al minimo comun denomi-
nador halladc:

&

6a

Primera fraccién:
15ab

El cociente de dividir el minimo comtn denominador por el deno-
minador de la fraccién es

60abc: 15ab = 4c¢;

y multiplicando los dos términos de la fraccién por este cociente,
6a 24ac

LA = —

15ab 60abc

fraccién esta ultima en la que el denominador es €l que nos interesaba.
Efectuemos la misma operacién con la segunda fraccién,

60abc: 12ac = 5b

3be 15b%c
——5b =
12ac 60abc

Y con la tercera,
60abc: 20bc = 3a

S5ab 15a%h
-3a =
20bc 60abc

Y, por fin, con la ultima,
60abc : 4a = 15bc

d 15bcd
——-15bc =
4a 60abc



De esta forma hemos conseguido que las expresiones

6a 3bc S5ab d -

15ab 12ac 20bc  4a
de denominador heterogéneo se conviertan en estas cifras:

24ac 15b% 15a%b 15bed

’ ’ ?

60abc- 60abc 60abc 60abc

equivalentes a las anteriores, pero de denominador comun.
Observando detenidamente las fracciones anteriores, puede verse que
todos los numeradores y el denominador comin tienen un factor que tam-
bién les es comtin. En este caso procede efectuar la simplificacién de las
fracciones
3-8ac 3-5-b% 3-5-a’h 3 - Sbed

3 - 20abc 3 20abc 3 - 20abc 3. 20abc

suprimiendo el factor 3, sin que se altere el valor numérico de las frac-
ciones ni la particularidad de tener comiin denominador:

8ac 5b%c Sa’b S5bed

20abc 20abc 20abc 20abc

A este mismo resultado hubiéramos llegado simplificando las expresio-
nes fraccionarias originales. Recuerde siempre, antes de iniciar cualquier
operacién o reduccién, la necesidad de simplificar las expresiones frac-
cionarias si es posible. Se evitara dificultades en el calculo.

Cuando el denominador es un polinomio, lo més sencillo es multipli-
car todos los denominadores, reduciendo los términos semejantes. El dl-
timo producto ser4 el denominador comun. Luego se procede de igual
forma que como se ha explicado. El calculo es mas laborioso, y necesitara
de toda su paciencia para no mandarlo a paseo. Sobre todo, es indispen-
sable prestar mucha atencién a los signos de los términos. El cambio de
un solo signo altera por completo el resultado. .

Antes de adentrarnos en las operaciones con las fracciones algebraicas
creo necesario efectuar ain un par de incisos. Se preguntara para qué
tanta letra, ¢no? No crea que cuanto lleva estudiado es agua pasada. En
el calculo con férmulas —como son cuantos se encuentran en la vida coti-
diana, ya sea en la rama de la electricidad como de la radiotecnia, de la
mecéanica, de la construccién y cuantas ramas técnicas existen— es indis-
pensable el dominio del calculo algebraico, por cuanto aquéllas, las férmu-
las, vienen dadas con letras y adoptan las formas de polinomios més o
menos sencillos. No vea, por tanto, en estas lecciones algo inutil, sino
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que, por lo contrario, piense que de su mayor o menor asimilacién depen-
de el que le sea mas facil entrar en el campo técnico.

DOS INCISOS

Y vayamos con el primer inciso. Al tratar del minimo comun denomi-
nador hemos hablado de la descomposicién de los denominadores en sus
factores simples. Ahora bien, existen ciertos denominadores que no. estan
compuestos por factores, sino por sumandos. Tal es el caso de las frac-

ciones 9 -

, i
a+b x—1
en las que los denominadores son binomios. El factor es todo el denomi-
nador, y por tanto éste entrara completo en el minimo comun denomina-
dor. Sea, por ejemplo, la simplificacién de las fracciones

9 7

a+b a
El denominador comun sera (a + b)-a y no a + b solamente, como
podria creerse. La simplificacion total sera, por tanto,

(a + b)-a = a? + ab como minimo comun denominador.

Procediendo de la forma consabida (aunque en este caso, por ser sola
dos fracciones, no seria necesario, bastando multiplicar cada numerador
por el denominador de la otra fraccion), tendremos

(a? + ab): (a + b)=a

9 9a
e
a+b a? + ab
(a® +ab);a=a+b
7 7(a + b) 7a + 7b
—(a+b)= =
a a? + ab a’> + ab

El segundo inciso se refiere a una particularidad de las fracciones. El
signo menos (—) antepuesto a una fraccion afecta a toda la fraccion.
Por lo contrario, los signos que pueda tener cada uno de los términos de
la fraccién afectan solamente a éstos. No obstante, podemos cambiar to-
dos los signos que tenga uno de los términos si se efectiia lo propio con
los del otro. Por ejemplo, las fracciones

3x + 15 —3x—15
y
4x — 2y —4x + 2y

son equivalentes, por cuanto tienen los signos del numerador y del deno-
minador intercambiados. Sustituya x por 25 e y por 5 y vera cémo dan
el mismo resultado.

Inversamente, para cambiar el signo de la fraccién (el que la afecta
toda), basta con cambiar los signos de uno de los términos, sin tocar los
del otro.

Py



Tomemos dos fracciones cualesquiera,

c+5 X—a

La primera esta afectada del signo menos (—), y deseamos suprimirlo,
para convertirla en positiva. Segun la regla dada:

c+35 c+5

c—>5 —c+5

La fraccién ahora es positiva, pero no se ha alterado su valor numérico.

La segunda es un caso muy curioso. Observe que el denominador tiene
las mismas letras que el numerador pero con los signos invertidos. Si al
denominador le cambiamos los signos

X—a X—2a

a—Xx —a + X

la fraccion pasa a ser negativa. Y como el orden de los sumandos no altera
la suma,
X—a Xx—a

— — =1

—a + X X—a

De lo cual se deduce que cuando numerador y denominador tienen
términos idénticos, pero con los signos cambiados, su valor es igual a la
unidad afectada del signo menos.

OPERACIONES CON LAS FRACCIONES ALGEBRAICAS

Las operaciones con las fracciones algebraicas siguen las mismas nor-
mas que rigen para las fracciones aritméticas. Por tanto, nos limitaremos
a darles un breve repaso.

SUMA

Se reducen los denominadores a un comun denominador, y se suman
algebraicamente los numeradores, o sea, colocandolos en forma de poli-
nomio. Si se puede, se reducen los términos semejantes que existan, y se
procura simplificar la fraccién resultante. Por ejemplo:

a+b a
-+ =
3x 12x

El minimo comtn denominador sera 12x (puesto que €s multiplo de
3x). Y por tanto:

4(a+b) a 4a + 4b a 4a+4b + a
+ = + =
12x 12x 12x 12x 12x
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Y sumando los términos semejantes:

4a + 4b + a Sa + 4b

12x 12x

RESTA

Se reducen también las fracciones a denominador comun, y se restan
algebraicamente los numeradores.

Lo mas frecuente es hallar combinadas la suma y la resta de fracciones
algebraicas. En este caso se reducen todas a denominador comun, y se
escriben todos los numeradores en forma polinémica, afectados del signo
que les corresponde. Al final, se reducen términos semejantes y se procu-
ra simplificar la fraccion:

2a—3b + 4 3a—4b + 5 a—1
— + (m.cd. = 24)
6 8 12
4(a—3b +4)—33a—4b +5)+ 2{a—1)

24
8a—12b + 16 —9a + 12b— 15 + 2a—2 a—1

24 24

Observe que al segundo término — 3 (3a— 4b + 5) se le han cambiado
todos los signos al suprimirse el paréntesis, puesto que va precedido del
signo —.

MULTIPLICACION

En la multiplicacién de fracciones algebraicas no es preciso reducir
los denominadores a uno comun, sino que bastara con multiplicar entre
si los numeradores, hacer lo mismo con los denominadores, y colocar el
producto en el lugar correspondiente.

Por ejemplo,
2ab— 2c a+ b (2ab—2¢) (a + b)

a—" c (a—b)c

2atb — 2ac + 2ab? — 2bc

ac — bc

DIVISION

Para dividir dos fracciones algebraicas, basta con multiplicar la frac-
cién que actiia como dividendo por la que actia de divisor invertida
Debe invertirse siempre la fraccién que se tenga como divisor, nunca
al revés,
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Asi:
a+b a—b a+b a+b (a+b) (a+b)

a—b a+b a—b a—>b (a—b) (a—Db)

(a + b)? a* 4- 2ab + b?

(a—b)* a* — 2ab + b?

a z a a—z a{a—2z) a?— az

a+z a—z a+z z (a+12)z 22 + az

Observe como la fraecién invertida es siempre la que actia de divisor.
Este dato, repito, es de gran importancia.
Un caso curioso resulta de ia divisién

A’ (a? — b?) a—b (a?—b?) 3a+3b

(a + b)? 3a + 3b (a + by a—b

(a? —b?) (3a + 3b) 3a?! — 3ab? 4 3a*b — 3b?
= = = 3
(a + b) (a—Db) a® — ab? + a’b — b?

puesto que el denominador esta compuesto de factores comunes al nu
merador. Al simplificar la fraccién, queda solamente el coeficiente 3, que
es comun a todos los términos del numerador. De aqui se deduce una
regla que puede servirnos para facilitar mucho el cédlculo. Se puede es-
cribir un nimero o expresién algebraica cualquiera en forma de fraccién,
con el denominador que nos interese, multiplicando el nimero o ex-
presién por una fraccién cuyo denominador y numerador sean iguales
entre si e iguales al denominador que nos interesa. Por ejemplo,

(2x—y) (a+b) 2ax —ay — 2bx — by
2x —y es igual a =
a+b a+b

FRACCION DE FRACCION

Es facil también encontrarse con alguna de las siguientes expresio-
nes fraccionarias :

a 1 bz + 5
—_—— ——
b X a
C 2ac
+ a
d

en las que el numerador, el denominador o ambos a la vez estan for-
mados por otras fracciones. Ante todo, cuando se encuentre con una
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de estas fracciones, debe efectuar las operaciones que se indiquen en
cada término. Las anteriores se convierten en:

a 1 ax—Db

b X bx

C c + ad
_—+a=

d d

(Observe que para sumar una fraccién con una expresidn entera se
coloca el producto del denominador por esta expresion como sumando
en el numerador.)

Efectuadas las operaciones indicadas en cada término, deberemos
reducir la fraccién de fraccién a una fraccién sencilla. Para ello, atienda
a la circunstancia de que la raya horizontal que separa ambas fraccio-
nes indica una divisién. Por tanto, la expresién

a 1 ax—b
b X bx ax—Db ¢ 4+ ad
= equivale a :
c c + ad bx d
+ a
d d

Como sabemos, para dividir dos fracciones se invierten los términos
del divisor:

ax—b
bx ax—b c+ad ax—b d
¢+ ad B bx | d ) bx | ¢ + ad
d

O sea, una fraccién de fraccién es igual al producto de las dos expre-
siones extremas (la que esta en la parte superior como numerador, y la
que estd en la parte inferior como denominador) dividido por el pro-
ducto de las dos expresiones intermedias.

———Pax—b

5| S
o 8 bx (ax —b)-d axd — bd
5| E = =
gl 2 ¢+ ad bx - (c + ad) bxc + bxad
2 (]
Q
L » d

Procure no equivocarse al colocar cada producto en el lugar que le
corresponde. E] producto de las expresiones extremas es siempre el nu-
merador, y el de las expresiones intermedias el denominador.



POTENCIACION

La potenciacién algebraica tiene el mismo significado que la aritmé-
tica. Una letra afectada de un exponente expresa un producto en el que
la letra estda tomada como factor tantas veces como indica el expo-
nente. En lugar de una sola letra, la potenciaciéon puede afectar a toda
una expresion algebraica, ya sea un monomio o un polinomio.

a't=a-a-a-a
(2bx)* = (2bx) (2bx)
Si la expresién es negativa, debe tenerse presente que si se eleva a
una potencia par el resultado es positivo, ya que la regla de los signos

también tiene aplicacion. Por lo contrario, una expresion negativa ele-
vada a una potencia impar da un resultado negativo,

(—a) =a
pero (—a)® # a’, sino igual a — a°
puesto que efectuando los productos indicados tenemos que nos da
—a-—a-—a-—a —a-—a
— 8 4 g¥ —a* 1 a*—a" §a
donde las potencias pares son positivas y las impares negativas.
Debe distinguir entre las dos expresiones (—a)® y — a°, ya que son

distintas. La primera expresa la potencia de un numero negativo (o sea,
base negativa).

t—ajil—a)-{—af-l—a)-t—a)
y la segunda una potencia negativa (teniendo la base positiva)
_(a‘a.a.a‘a)

Dos potencias son semejantes cuando tienen bases y exponentes
iguales.

a’ y a? son semejantes
(3ab’x)* y (3ab’*x)* son semejantes.

Dos potencias semejantes pueden sumarse o restarse. Asi,

a?’ + a’ = 2a?

(3ab*x)* + (3abx)? = 2(3ab*x)?

Cuando un coeficiente afecte a una expresién potenciada debe tenerse
presente que afecta al producto final y no a la expresiéon en si. Por
lo tanto las dos expresiones

2(3ab%x* y (6abx)?

son muy distintas, aunque a simple vista parezcan iguales. Lo que si
estd permitido, cuando la expresién potenciada tenga coeficiente propio
(en el caso anterior el 3), es sacar el coeficiente fuera del paréntesis
después de elevarlo a la potencia con que estd afectada la expresion.

—-a
x (—a)

+a? @)
x (—a)

—a’ i)
x (-a)

+ate
x (~a)

—a’ 5
x (—a)

+ab

La potencia de un nda-
mero negativo serd posi-
tiva cuando el exponente
sea un naimero par

2 (5aX?)’-
:ﬁn.x:)j {MAL!

El factor 2 no queda afec-
tado por el exponente.
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Ix2—6

(a Xz) =

:a3x6
lxl’o:fi—+

Para elevar unma base
potenciada a una nueva
potencia se toma la mis-
ma base, elevando cada
factor a un exponente
igual al producto de ex-
ponentes.
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La potencia del coeficiente debe después multiplicarse por el coeficiente
general :

2(3ab’x)* = 2- 3%(ab*x)* = 2. 9(ab*x) = 18(ab*x )

Cuando las bases son iguales, pero con distinto coeficiente, bastara
sumar el coeficiente y colocar la misma base:

Sa* + 12a* = (5 + 12)a* = 17at

En el caso precedente el exponente no afecta al coeficiente, sino uni-
camente a la letra. Por ello ambas potencias pueden sumarse, ya que la
base a es igual en ambas. De ser (5a)* y (12a)*, no podrian sumarse
directamente, sino que antes seria necesario elevar los coeficientes a la
potencia indicada:

S¢a)y 4+ 12%a) = 625a* + 20.736a* = 21.361at
De ahi se deduce que puede suprimirse el paréntesis, cuando Ia ex-
presién afectada por un exponente es un monomio, elevando cada uno

de los componentes del monomio a la potencia indicada por el expo-
nente:

(3ab*x)? = 9a'b'x?

POTENCIA DE UNA POTENCIA

Observe que la letra b, que en el monomio estaba ya afectada por un
exponente, se ha elevado a una potencia equivalente al producto de su
exponente por el de la expresién (2 x 2 = 4), puesto que la potencia
de otra potencia de la misma base es igual al producto de los exponen-
tes como potencia de esta base.

O sea, (At Fe=adet =it

MULTIPLICACION Y DIVISION DE POTENCIAS

Si en lugar de la potencia de otra potencia debemos hallar el pro-
ducto de dos potencias bastara sumar los exponentes, y colocar su suma
como nuevo exponente a la misma base:

Al gt = adt4 — a?

Para dividirlas, en lugar de sumar los exponentes deben restarse.

POTENCIA DE UNA FRACCION

Cuando la base que debe potenciarse es una fraccion, bastara elevar
cada uno de los términos de la fraccién a la potencia dada. Por ejemplo,

a \? a3
(b) b?




2abix* \3 (2ab?x?)® 8a’bsx¢

il
i

— 3a*bxy {(— 3a*bxy)® — 27a°b*x%y?

suprimiendo e] paréntesis mediante la elevacion de los componentes a
la potencia indicada. Tenga presente que estas supresiones de parénte-
sis s6lo pueden efectuarse cuande el término que encierran es un mo-
nomio. 8i en el paréntesis existe un signo mds o menos entre dos ex-
presiones, o sea que hay un polinomio, la citada supresién ya no es
posible.

UN DETALLE

En (3d%y) puede suprimirse el paréntesis, quedando en 27d%y*; pero
en cambio en (a’b — d)* no es posible, por cuanto la expresidn que en-
cierra es un binomio.

POTENCIAS DE EXPONENTE NEGATIVO

Si una letra o una expresién estd afectada de un coeficiente negativo,
no es una potencia, ya que ei exponente sélo indica las veces que dicho
término se toma como factor, y como es natural resulta ilégico tomar
un término como factor, por ejemplo, — 2 veces. ¢Qué significa, pues,
un exponente negativo? Ni mdas ni menos que una divisién, o una frac-
cién, puesto que sabemos que ambos términos significan lo mismo. El
exponente (llamémosle asi) negativo viene a expresar una fraccién en
la que el numerador es sicmpre la unidad, y el denominador esta for-
mado por la letra o expresién afectada por dicho exponente negativo,
elevada a un exponente positivo igual al negativo de la forma entera.
Por ejemplo:

1
= (a? + b)—!
at+ b
i
= (a? + b)-2
(a* + b)
1
= (15ab?)—! En todos estos ejem-
R plos se cumple:
15ab* numerador = 1
1 denominador:
B es la expresién entera
bé con el exponente po-
sitivo.
1 1

a—?— b—3 a? b3

at bt 11

a b

Una expresién con ex-
ponente negativo...

2ab)
es igual i la‘w

2ab)?

dividida por la mis-
ma expresién...

...elevada al mismo
exponente, pero
con signo positivo
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Divisible por 2
( Divisible por 2
6

Cuando indicey expo-
nente tlenen un factor
comin pueden dividirse
por él
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RADICACION

La raiz de un grado cualquiera de una expresién es otra expresién
que, elevada a ese mismo grado, reproduce a la primera.

Asi, la raiz cubica de 8a® sera 2a?, ya que si elevamos esta ultima al
cubo nos da la primera:

(2a?)® = 8a*

Los signos empleados para indicar las raices son los mismos que
en aritmética, y reciben los mismos nombres. Por tanto, la anterior ex-
presién debe indicarse asi:

3y/8at = 2a?

REGLAS PARA LA RADICACION DE EXPRESIONES
ALGEBRAICAS

De este ejemplo podemos obtener la regla general para la extraccién
de raices: cuando el coeficiente tiene raiz exacta del grado solicitado, se
extrae ésta y se coloca como coeficiente de la raiz buscada; si las letras
vienen afectadas de un exponente igual o multiplo del indice de la raiz,
se divide dicho exponente por la raiz y el cociente se coloca como nuevo
exponente de la letra. Por ejemplo:

3 /8_a9b‘2x3 = 2a%b*x

La raiz de un monomio también puede expresarse afectando a cada
componente del monomio con e] signo radical. Asi las expresiones

Vabe ; Va - Vb - Jc

son iguales. De igual forma, si la expresion radicada es una fraccion,
puede indicarse afectando a numerador y denominador, por separado,
con el signo radical :

8ac v 8ac
ax A/ ax

lo que expresa que para extraer la raiz de grado cualquiera de una frac-
cién, basta con extraerla de cada uno de los términos por separado.

Cuando el indice de la raiz y los exponentes de las letras de la ex-
presion radicada no son multiplos, pero tienmen algan factor comun,
pueden dividirse indice y exponentes por este factor:

sJ/atht = 23,/arprr — 3 /ash?

Lo inverso, o sea, multiplicar exponentes e indice por un mismo nu-
mero, también es posible.




}i‘.

Si un radical (expresiéon radicada) esta afectado por un coeficiente
general, éste puede entrar a formar parte de él, previa la elevacion del
mismo a la potencia del grado que indique el indice del radical:

54#3b = V5-3ab = 25-3ab = 75ab

. Inversamente, cuando algun factor del radicando tiene raiz exacta,
se puede sacar ésta fuera del radical:

3y 24a’bict =

puesto que b* es igual al producto de dos potencias de la base b cuya
suma sea 4 (b*-b; b*-b?; b*-b?), y ¢}, de dos potencias de base c, cuyos
exponentes den 5. Por tanto

/8-3-28-b*-b-c ¢

2atbe ¥/ 3bc?

Ay8-3-ab bt =

REDUCCION DE RADICALES A UN INDICE COMUN

De igual forma que en las fracciones reduciamos los denominadores
a un comiin denominador, pueden reducirse varios radicales a un indi-
ce comun. Antes se dijo que el valor de un radical no varia multiplican-
do el indice y los exponentes del radicando por un mismo nimero. De
ahi se deduce que colocando como indice general el minimo comin
multiplo de todos los indices, y multiplicando luego los exponentes de
cada radicando por €l cociente de dividir €l indice general por el indice
que le correspondia a cada uno, obtendremos expresiones equivalentes.
Por ejemplo,

Jab ; /@b ; /@b

El minimo comiin multiplo de 2, 3 y 4 es 12. Luego el indice general
de los tres radicales sera 12. Y ahora, dividiendo éste por el indice de
cada radical, y multiplicando los exponentes por el cociente que nos dé:

12:2 =6 IV azb = IZW
12 :3 = 4 3~/ab — lzm
12:4=3 «/abt = 12,/3%bs

SUMA DE RADICALES

Para sumar radicales es necesario que tengan el mismo indice y la
misma expresiéon subradical (o radicando). De no ser asi, la suma se
dejara indicada. Igual ocurre con la resta.

MULTIPLICACION DE RADICALES

En cambio, para multiplicar radicales basta con reducirlos a un
indice comiin, y luego multiplicar los radicandos normalmente. El pro-

Ja% a; a

Para reducir cstos radi-
cales a indice comin
buscaremos el minimo
comun miiltiplo de los
indices:

m.c.m. de 2,

3ydesl2.
G

Tendremos tres raices de
grado doce.

12 12 12
12 4 [ a3
Ja'%/a*/a
Para obtener los radican-
dos dividimos el indice
comin por el primitivo
(12:2 = 6) y multiplica-

mos el exponente por el
resultado

axé=qg'?
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ducto obtenido sera el nuevo radicando:

Val - 2/2ab = /& - ¢/aa'? = ¢/4atb? = a? ¢V/4ab?

DIVISION DE RADICALES

De igual forma se procede con la divisién de radicales:

6 a.'v
val : 3/2a%b = ¢y/a’ : s/4a'b? = H
4b?

POTENCIACION DE RADICALES

Si lo que se desea es potenciar un radical, bastara con elevar cada
componente del radicando a la potencia deseada:

(v2ab*c?) = 8abct

Pero si el exponente es divisor del indice, bastara con dividir éste
por el exponente:

(¢¥2abc?)) = J2abc

También puede darse la expresion

ab?

En este caso basta con multiplicar los indices entre si y extraer la
raiz de grado igual al producto obtenido:

3
ab? = 3" ab?

Todas estas operaciones admiten reciprocidad. O sea, que si para
potenciar un radical basta potenciar cada componente del radicando,
también es factible extraer una potencia comun a todos los componen-
tes del radicando y afectar con ella al radical. O sea,

VB8aibict = (4 2abicty




O bien se puede descomponer un radical con indice elevado en otros
varios, cuyo producto sea igual a aquél indice:

¢ — 3 = ¢ ’
ab? ab? bVa

COMENTARIO FINAL

Conviene tener siempre presente esta reciprocidad de las operacio-
nes, por cuanto soluciones a simple vista imposibles se hacen faciles en
cuanto se da un rodeo empleando todos los trucos que nos facilita el
calculo algebraico.

No es normal, desde luego, que en los calculos que cominmente re-
portan los problemas solucionables a partir de férmulas o ecuaciones
(tema que estudiaremos a partir de la préxima leccién) deban efectuarse
mutaciones complicadas.
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MATEMATICAS

leccion séptima

ALGEBRA
OPERACIONES CON EXPRESIONES ALGEBRAICAS
(IGUALDAD, ECUACIONES DE PRIMER GRADO)

Igualdad o equivalencia - Identidad y ecuaciones - Ecuaciéon literal y
ecuacién numérica - Clasificacion de las ecuaciones - Grado de una ecuacion
Resolucién de una ecuacién - Sistema de ecuaciones - Propiedad de las
ecuaciones - Resolucion de una ecuacion de primer grado con una incdgnita
Ecuacion de primer grado con dos incégnitas - Método de sustitucion
Método de igualacion o comparacién - Método de reduccion o eliminacion
Resolucion de tres ecuaciones con tres incégnitas

IGUALDAD O EQUIVALENCIA

Se entiende por igualdad la relacién que existe entre dos expresio-
nes diferentes de una misma cantidad. Asi, cualquier cantidad puede
expresarse por el namero que la determina, o por este mismo descom-
puesto en sumandos. Por ejemplo, el valor de 8 es igual a 4+4, 5+3, etc.
La representacién grafica de que dos cantidades son iguales se indica
con dos trazos paralelos que separan las dos cantidades. El ejemplo
anterior se indicaria de esta forma:

8=5+3
También se le da el nombre de equivalencia.

IDENTIDAD

Lo mismo que ocurre con los numeros, podemos expresar las igual-
dades mediante letras, o sea algebraicamente. En este caso, la igualdad
siempre subsiste, cualquiera que sea e] valor que se atribuya a las letras.
Recordara, por ejemplo, que en lecciones anteriores vimos que el pro-
ducto de la suma de dos numeros por su diferencia era igual a la dife-
rencia de sus cuadrados. Expresandolo en forma de igualdad:

(a+b) (a—Db)=a—Db?

Si ahora sustituye las letras por unos valores cualesquiera, com-
probara que la igualdad siempre subsiste, como afirmaba anteriormen-
te. En este caso, la igualdad se conoce por los nombres de IDENTIDAD o
FORMULA.
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ECUACION

Si, por lo contrario, una igualdad expresada algebraicamente sélo bx:c
se verifica ordinariamente para determinados valores de las cantidades
literales, nos hallamos ante las denominadas ECUACIONES. Por ejemplo,
en la igualdad

Ecuacién literal que sélo
se cumple cuando...

3x + 12 = 36 C
s6lo se cumple para un valor de x = 8, puesto que: X=—
3x=3x8=24 24 +12=36 b

Si intenta sustituir la x por cualquier otro valor, comprobara que
la solucién no es correcta, ya que el resultado que dé no sera igual al 20 60
segundo miembro de la igualdad propuesta. X=

En las ecuaciones las cantidades desconocidas se denominan INCOG- Ecuacién numérica que

NITAS y normalmente se representan por las letras x, y, z. De existir mas s6lo se cumple cuando...
incégnitas, aun cuando no es usual, se utilizan para su representacion 60
sucesivamente las letras anteriores a las citadas (...v, u, etc.).

823

X=
ECUACION LITERAL Y ECUACION NUMERICA 20

Cuando ademads de las incognitas tiene letras tomadas como cantida-
des conocidas o datos, la ecuacion se llama LITERAL. En las ecuaciones
de esta clase los datos se representan por las primeras letras del abece-
dario: a, b, c,..., etc.

En caso de ser nimeros los datos que aparecen, se tiene una ecua-
cién NUMERICA :

bx + 2x—a = 3x + 2¢ es literal
10 4+ 4x = 3x + 12 es numérica

Observe que las letras que representan las incégnitas no influyen en
la clasificacién.

CLASIFICACION DE LAS ECUACIONES

En cambio, teniendo en cuenta unicamente las incégnitas, podemos
clasificar las ecuaciones en enteras, fraccionarias, racionales e irracio-
nales, segin que las incdgnitas sean a su vez enteras, fraccionarias, ra-
cionales e irracionales. Por ejemplo, la ecuacion

1
2x —xvV2 = 3x + ——
5

es racional y entera, puesto que la incégnita cumple ambos requisitos.

2
— —4x=3—x
X

es racional y fraccionaria, por ser la incégnita término de un quebrado.
Y finalmente:

Vx—1+4+2y=28

es una ecuacion irracional, por ser la incégnita un radical.
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¢Exponente 1

ax=b

Ecuacién de 1.er grado

Exponente 2

ax’=b

Ecuacién de 2.° grado

Exponente 3

347
ax’=b
Ecuacion de 3.er grado

El grado de una ecuacién
depende del exponente
maés elevado que afecte a
su incégnita

GRADO DE UNA ECUACION

A su vez, en las ecuaciones racionales y enteras se tiene en cuenta
el grado del término que tiene mayor exponente con respecto a la in-
cdgnita o incégnitas. Por ejemplo:

ax’— by = cx’y*—4x* + 1

Con respecto a las dos incégnitas la ecuacion es de quinto grado, por
cuanto el término que contiene a las dos incognitas a la vez es cx?y?, y
sumando los dos exponentes da 5. Si tenemos en cuenta solamente la x,
la ecuacidén es de cuarto grado, por cuanto el mayor exponente de x es 4,
en el término 4x*; y con respecto a y la ecuacién es de tercer grado, por
ser éste el mayor exponente de y en el término cx?y?.

RESOLUCION DE UNA ECUACION

Resolver ecuaciones es hallar los valores que, sustituyendo a las in-
cOgnitas, transforman la ecuacién en una igualdad numeérica. Estos valo-
res son las raices o soluciones de la ecuacién. Podemos conocer el nu-
mero de soluciones o raices que puede tener una ecuacién conociendo el
grado de la misma. Asi, una ecuacién de segundo grado tiene dos solu-
ciones; una de quinto grado tendrd cinco soluciones. La ecuacion se
llama determinada si una vez resuelta tiene una o varias soluciones defi-
nidas ; indeterminada, si tiene infinidad de soluciones y absurda cuando
no tiene ninguna solucién.

SISTEMA DE ECUACIONES

Cuando dos o mas ecuaciones tienen una solucién para un mismo
valor de sus incdgnitas, se les denomina sistema de ecuaciones. Asi, por
ejemplo:

x—y=17
2x + 3y =19

son dos ecuaciones con dos incégnitas que constituyen un sistema de
ecuaciones, por cuanto ambas se satisfacen para los valores x = 8, y = 1.

x—y=8—1=7
2x + 3y =16 + 3 =19

PROPIEDADES DE LAS ECUACIONES

Sin alterar las soluciones de una ecuacién, se puede afiadir o quitar
una misma cantidad a sus dos miembros; de ello deducimos que para
trasponer un término de un miembro a otro basta con suprimirlo en el
miembro en que esta y escribirlo en el otro con signo contrario. Asi, en la
ecuaciéon

8x —7 = 2x + 11,
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en la que los dos miembros contienen incégnitas, podemos formar otra
ecuacion en que figuren en uno de los miembros los términos que con-
tengan incognitas y en el otro los datos numéricos. Segun la propiedad
anterior tendremos:

8x —2x—7 =11

8x —2x = 11 + 7

Igualmente, pueden multiplicarse o dividirse los dos miembros de una
ecuacion, sin alterar las soluciones, por una misma cantidad que no con-
tenga incégnita alguna. Segun esta propiedad, en las ecuaciones fraccio-
narias con denominadores numéricos basta multiplicar los términos de
los dos miembros por el m.c.m. de los denominadores. En la ecuacién

3x 4x
- -
2 5

el m.c.m. de los dos denominadores es 10 (2 - 5). Multiplicando todos los
términos por este factor tenemos:

3x-10 4x - 10
— —(7-10) =
2 5
(3x-5)—70 = (4x-2)
15x — 70 = 8x
15x — 8x = 70

RESOLUCION DE UNA ECUACION DE PRIMER GRADO
CON UNA INCOGNITA

La mas sencilla de las ecuaciones es la compuesta por una sola incég-
nita sin exponente alguno, o sea de primer grado. Para proceder a su re-
solucién, debe en primer lugar plantearse la ecuacion; o sea, colocar los
datos y la incégnita que se posean en forma de ecuacién. Por ejemplo, si
deseamos conocer tres nimeros consecutivos cuya suma sea 153, plantea-
remos una ecuacién de primer grado de la siguiente forma:

Al menor de los ntmeros le denominaremos x.

El inmediato consecutivo sera (x + 1).

Y el tercero sera también (x + 2).

La suma de estos tres nimeros que desconocemos ha de ser 153; por
tanto, la ecuacién sera:

X+ x+1+(x+2)=153

La ecuacién ya estd planteada. Tenemos una igualdad con sus dos
términos, uno de los cuales estd compuesto por la incégnita x. En este
caso, aun cuando parezca que las incégnitas son tres, las mismas se redu-
cen a una sola, ya que las otras dos no son mas que el resultado de sumar
una y dos unidades a la incégnita x.

Como los paréntesis van precedidos del signo + podemos suprimirlos
y dejar todos los términos con los signos que llevan puestos, quedando
asi:

X+x+1+x+2=153
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8x+1-2y

Para pasar 2y al primer
miembro, bastard con
darle signo contrario

8x+1-2y=0

Lo mismo hariamos para
pasar el término +1 al
segundo miembro: pasa-
ria con signo negativo

8x-2y--1
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3x=150

Para pasar el coeficiente
3 (factor que multiplica
a x) al segundo miembro,
deberemos hacerlo pen-
sando que si en el pri-
mero multiplica, en el
segundo deberéd dividir

150
3

Tras esta primera operacién podemos reducir los términos semejantes
del primer miembro de la ecuacion

X+x+x+1+2=153
3x + 3 =153

Traspasando el término numérico del primer miembro al segundo, y
cambidndole de signo, aislaremos la incégnita de la parte numérica cono-
cida:

3x =153—3
3x = 150

Como dijimos anteriormente, el valor de la ecuacién no varia si divi-
dimos los dos miembros por 3

3x 150

3 3
x = 50

En lugar de efectuar la divisién tal como se ha hecho, se simplifica
traspasando el coeficiente que afecta a la incégnita al segundo miembro,
de forma que si en el primero multiplica, en el segundo divida y viceversa:

3x = 150
150
=50

3
El valor numérico obtenido para x sera el menor de los nimeros soli-
citados, siendo los otros dos:

Xx+1=50+1=>51
X+2=50+2=252

Sumando los tres ntimeros asi obtenidos ha de cumplirse la igualdad
expresada por la ecuacién inicial :

x4+ (x+1)4+ (x+2)=153
50 + 51 + 52 =153
Efectivamente, la igualdad se cumple, satisfaciendo el resultado la

condicién de que los tres niimeros sean consecutivos.
Al efectuar ]a reduccion de la ecuacion se ha llegado a la igualdad:

3x = 150

Como ambos miembros han de ser iguales, si traspasamos el término
del segundo de los miembros al primero, cambidndole el signo (lo que
equivale a restar la cantidad 150 de cada miembro), tendremos :

3x— 150 = 150 — 150
3x—150 =0

O sea, que si los términos que componen la ecuacién se retnen for-
mando un sélo miembro, el segundo de los miembros sera siempre O.
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Esta es la forma general de las ecuaciones de primer grado con una incég-
nita, que expresada en ecuacién literal es de la forma:

Ax—B =

Debe recordar siempre las propiedades de las ecuaciones, teniendo en
cuenta que cuando, una vez reducida la ecuacién, queda en uno de los
miembros la incognita afectada de algun coeficiente, ya sea factor, divi-
sor o ambos a la vez, estos coeficientes se trasladan al otro miembro con
la operacién inversa. Asi en la forma general la incognita queda aislada
procediendo a trasladar el término — B al segundo miembro como nu-
merador positivo, y el coeficiente A como denominador. Si el término
de la incégnita estuviera afectado por algun signo (+ o —), éste afecta
Unicamente a la incégnita, y no al coeficiente. Por tanto, al cambiar el
.coeficiente de miembro, sera siempre como cantidad positiva:

Si al efectuar la reduccién, y una vez aislada la incégnita, ésta estuvie-
ra afectada por el signo —, deberan cambiarse los signos de los dos
miembros, a fin de que la incégnita sea siempre positiva. Por ejemplo:

—x=6 x=—56
Ello se comprende si se tiene en cuenta que equivale a multiplicar los
dos miembros por (— 1),

(—x)(—1)=6(—1)
Xx=—256
segun la regla de los signos.
Si en lugar de una ecuacién numérica, como la que hemos resuelto, se
tratara de resolver una ecuacién literal, se procede de igual forma aislan-
do la incégnita en uno de los miembros.

X X

+
b a

=C

El m.c.m. de b y a ser4 su producto ab. Multiplicando todos los térmi-
nos de los dos miembros por éste, tendremos :

X X
(ab)—— + (ab) = c(ab)
b a
abx abx
+ = abc
b a

Eliminando ‘los factores comunes en cada término:

ax + bx = abc
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Ax-B=0

Para trasladar B al segun-
do miembro de la igual-
dad, deberemos darle sig-
no positivo

Ax=B

Para trasladar A al segun-
do miembro de la igual-
dad, deberemos pensar
que en é] debera efectuar-
se la operacién inversa.
Como que en el primer
miembro multiplica, en
el segundo dividira

B
==
A



El primer miembro equivale a
x(a+b) = abc,

por ser la incdgnita comun a los dos coeficientes. La suma de éstos, a su
vez, podemos traspasarla al segundo miembro como divisor:

abc

a+b

habiendo quedado aislada la incégnita.
Podemos resumir las operaciones a seguir en la resolucién de las ecua-
ciones de primer grado con una incégnita en los siguientes puntos:
1. Se suprimen los paréntesis, si los hay.
2. Se quitan los denominadores.
3. Se efectian las operaciones indicadas en los polimonios
resultantes.
4. Se pasan a un mismo miembro los términos que contienen
la incégnita.
5. Se reducen términos semejantes.
6. Se despeja la incognita, trasladando su coeficiente al otro
miembro.

ECUACION DE PRIMER GRADO CON DOS INCOGNITAS

Si al plantear la ecuacién se diera el caso de que el numero de incég-
nitas fuera dos o mas, el problema resultaria indeterminado, ya que habra
tantas soluciones como valores se atribuyan a todas las incégnitas menos

una. Por ejemplo, en la ecuacién x — 3y + 2z = — 1, podremos despejar
una de las incégnitas, x, y nos quedara:
x=—1+3y—2z

Se aprecia claramente que e] valor de x variara con los valores que se
atribuyan a vy, z. Asi, para unos valores:

y=3 z=1 x valdria
x=—1+3y—2z

=—14+3-3)—(2'1)

=—14+9-—-2

=6

=—2 z=0 x valdria

=—1+43y—72

=1 4 [3 —2}]—(2:0)

=—14+(—6)—0

=—17

Para

E - RS S

Como ve, el numero de soluciones es infinito, de lo cual deducimos
que cuando hay mas incognitas que ecuaciones no es posible hallar una
unica solucién exacta. Sélo cuando el ntimero de incdgnitas y ecuaciones
es igual se halla una solucién determinada.

En un apartado anterior hicimos mencién de los denominados SISTE-
MAS DE ECUACIONES, en los que las soluciones vienen dadas por unos mis-
mos valores de las incégnitas.
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Si tomamos un sistema formado por dos ecuaciones con dos incégnitas
cada una, el sistema tendra una solucién exacta, por ser igual el nu-
mero de ecuaciones que el de incognitas. Para resolver este sistema con
dos incdgnitas es preciso eliminar una de ellas. Se entiende por eliminar
una incégnita el hallar una tercera ecuacién que no contenga mas que la
otra incégnita ; a esta nueva ecuacién se le llama RESULTANTE. Obtenida la
ecuacion resultante, se hallara su solucién como si se tratara de una
ecuacidn de primer grado con una incégnita. El resultado encontrado sera
el valor de una de las incégnitas; y para hallar el valor de la eliminada,
bastara sustituir, en una de las dos ecuaciones iniciales, la incégnita co-
rrespondiente por el valor obtenido y proceder a su resolucién.

Para eliminar una de las incégnitas se utilizan tres métodos:

1. Método de sustitucion;
2. Método de igualacién o comparacion;
3. Método de reduccioén o eliminacion.

Vamos a examinar paso a paso cada uno de los tres métodos indicados,
si bien basta con uno de ellos para resolver cualquier problema. Usted
puede escoger el sistema que encuentre mas facil.

METODO DE SUSTITUCION

La caracteristica de este método estriba en despejar una de las in-
coguitas en una cualquiera de las ecuaciones; el valor asi obtenido de la
incégnita eliminada se sustituye en la otra ecuacién.

Tenemos por ejemplo el sistema de ecuaciones :

3x4+y=15
5x—4y = 8

Despejando el valor de x en la primera ecuacién, como si se tratara

de una de primer grado con una incégnita, obtendremos sucesivamente:

3x+y=15

3x=15—y

= 15—y
- 3

Ya conocemos el valor de x. Sustituyendo este valor en la otra ecua-
cién, nos dara:
5x——4y =8
15—y
5| ————1]—4y =28
3 y
Empezaremos por eliminar el paréntesis, multiplicando el numera-
dor por el coeficiente:

75 — 5y

4y =
3 y=8

A continuacidn, y siguiendo el orden establecido para la resolucién
de las ecuaciones con una incégnita, suprimiremos el denominador, mul-
tiplicando éste por los términos a los que no afecta:

75 — Sy — 12y = 24
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Reduciendo los términos semejantes:

75 — 17y = 24

Y aislando el término que contiene la incdgnita:

— 17y = 24— 175
— 17y = — 51

Como ambos miembros estan afectados por el signo —, podemos su-
primir éste en los dos, sin que por ello se altere el valor de la ecuacién
(puesto que equivale a multiplicar los dos miembros por — 1, como ya
dijimos).

Y finalmente, despejando la incognita nos dara:

— 17y = — 51 51
=—=3

17y = 51 17

Obtenido el valor de y, basta sustituir éste por aquél, en cualquiera

de las dos ecuaciones iniciales, para lo que escogeremos la mas sencilla
de las dos:

3 x+y=15
3x+3=15

Y procediendo de igual forma que en la anterior:

3x=15—3

3x =12
12

X = —
3

x=4

La otra ecuacion debe también cumplirse para estos dos valores
hallados :

5x —4y = 8
(5-4)—(4-3)=28
20— 12 =28
8=28

Las soluciones, efectivamente, son las correctas.

METODO DE COMPARACION O IGUALACION

En este método, en lugar de eliminar una incégnita en una sola de las
ecuaciones, se elimina en ambas ecuaciones a la vez. Para ello se despeja

el valor de la misma incognita y se igualan después los dos valores
hallados.

En el sistema de ecuaciones
4x —y = —5
S5y + 8x =32
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procederemos a despejar el valor de x:

4x —y = —5 S5y + 8x = 32
4x = —5 4y 8x = 32— Y5y
—5+y 32 —35y
X = ——m—m™ ™ X= —
4 8
y—35
X =
4

Conocidos los dos valores, y puesto que los segundos miembros de
ambas ecuaciones son iguales a la misma incognita, se deduce que han de
ser iguales entre si, y por tanto podemos formar una tercera ecuacién
con los dos segundos miembros, prescindiendo de la incégnita x.

y—35 32— 15y
X = X =—
4 8
y—35 32—>5y

4 8

Procediendo a la supresién de los denominadores, y puesto que 8 es
el m.c.m. de ambos, multiplicaremos los dos miembros por éste:

y—35 32— 5y
8 = 8
4 8
(y—5)2=(32—15y)1
2y — 10 = 32— 5y

Trasladando los términos que contienen incégnitas al primer miembro
y los numéricos al segundo, tendremos:

2y + 5y =32 + 10
7y = 42
42
y = y=26
7

Obtenido el valor de y, se sustituye, como en el método de sustitu-
cibn, en cualquiera de las dos ecuaciones iniciales, para obtener el va-
lor de x:

4 —y=—5
4x —6=—375
4x =—5+6
4x =1

1
X = —

4
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METODO DE REDUCCION O ELIMINACION

Recordara que en un parrafo anterior, al tratar de las propiedades
de las ecuaciones, le indicamos que el valor de las mismas no se altera
si se multiplican todos los términos de una ecuacién por una misma can-
tidad. Basandose en esta propiedad, podemos igualar los coeficientes de
una de las incdgnitas. De esta forma el segundo miembro queda afectado
Unicamente por las variaciones de la otra incégnita.

Veiamoslo por medio de un ejemplo practico:

2x + 3y = 12
Ix—2y =5

Como los coeficientes de x son primos entre si, deberemos hallar pri-
meramente su m.c.m., que en este caso serd igual al producto de ambos
coeficientes :

m.cm.2-3 =6

Y ahora se multiplica cada ecuacidn -por el cociente obtenido de di-
vidir el m.c.m. por el coeficiente correspondiente a la incdgnita x.

6

En la primera ecuacién este cociente sera = 3; por tanto, mul-

2

tiplicando todos los miembros de esta ecuacién por 3 obtendremos esta

otra:
3(2x 4 3y) = (12-3)

6x + 9y = 36
6
En la segunda ecuacién el cociente sera = 2; y procediendo
3
igualmente a multiplicar los términos por éste:

3x—2y=>5

2(3x—2y)=5-2

6x —4y = 10

En las dos ecuaciones asi obtenidas el término que contiene la x es
igual :
6x + 9y = 36
6x —4y = 10

Y ahora observe atentamente, ya que cuanto vamos a ver constituye
el secreto de este método:

En la primera ecuacién, el primer miembro completo es igual al se-
gundo.

Igual ocurre en la segunda ecuacién.

Por tanto, restar los dos primeros miembros entre si sera igual a
restar también los dos segundos miembros entre si, puesto que equi-
valdra a restar una misma cantidad a los dos miembros de la primera
ecuacién. El resto obtenido sera la ecuacion resultante.
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En ésta no figurard el término que contiene la incégnita x, ya que,
al ser igual en ambas ecuaciones, al restarse se anula.

6x + 9y = 36 }
— (6x — 4y = 10)
se convierte en:
6x + 9y = 36
—6x +4y =—10

0 13y =26

Recuerde, al restar la segunda ecuacién, que debe cambiar los signos
de todos sus términos.

Aislando la incégnita en la ecuacién resultante:

26
y=——"— y=2
13
Y a continuacién se procede como en los anteriores métodos:
2x + 3y = 12
2x +(3-2) =12
2x + 6 =12
2x =12—6
2x = 6
6
S
2
x=3

No siempre se procede a restar la segunda ecuacién de la primera.
Cuando en aquélla el término que contiene la incognita va precedido del
signo opuesto al del término equivalente de la primera ecuacién, debe
simplemente sumarse ambas ecuaciones. Por ejemplo, si después de efec-
tuadas las oportunas operaciones quedara un sistema de ecuaciones de
esta forma:

10x — 2y =10
— 10x + 15y = 55

sumando ambas ecuaciones obtendremos ya la eliminacién del término
con la incégnita x.
10x — 2y =10
— 10x + 15y = 55

0 13y = 65
65
y=—— y:S
13

Observe que el objeto de la resta que hemos indicado al principio
no es otro que llegar a obtener un sistema de ecuaciones parecido a este
ultimo ejemplo; o sea, un sistema en el que los términos que contiene
la incognita a eliminar tengan signo opuesto.
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Este método es mas rapido que los precedentes cuando una incog-
nita tiene igual coeficiente en ambas ecuaciones, o cuando con una sola
operacién se pueden igualar dichos coeficientes; y ademas tiene la ven-
taja de no introducir términos fraccionarios.

RESOLUCION DE UN SISTEMA DE TRES ECUACIONES
CON TRES INCOGNITAS

Cuando el sistema esta formado por tres ecuaciones con tres incég-
nitas se procede de forma parecida al sistema anterior. También en este
caso se puede proceder a la eliminacién por sustitucién, igualacién y
reduccién.

Para ello, en el caso de la eliminacién por sustitucién, suponiendo el
sistema:

2x —3y + 4z = 20 } (1]
3x + 4y + 2z = 53 [3]

I

despejaremos la x en la ecuacién {11.

2x —3y + 4z =20
20 4+ 3y —4z

X =

2

El valor asi obtenido se sustituye en las ecuaciones [2] y [3]:

20 + 3y—14z
4

) +2y—3z =11
2

20 4+ 3y —4z
|

)+@+u=$
2

Eliminando los paréntesis :

80 + 12y — 16z
+ 2y—3z =11
2
60 + 9y — 12z
+ 4y + 2z = 53
2

Quitando los denominadores:
80 + 12y — 16z + 4y — 6z = 22
60 + 9y — 12z + 8y + 4z = 106
Reduciendo los términos semejantes:

80 + 16y — 22z = 22
60 + 17y — 8z = 106
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Trasladando términos:

16y — 222 = 22— 80
17y — 8z = 106 — 60

El sistema ha quedado reducido a uno de dos ecuaciones con dos

incognitas, y se procede a su resolucion de la forma indicada en los pa-
rrafos anteriores:

16y — 22z = — 58
17y — 8z = 46

Resuelto este ultimo sistema, da como valores:

y=26 z =17

Y sustituyendo estos valores en la ecuacion hallada al despejar x:

20 + 3y —4z
X =
2
20+ (3-6)—(4-7)
X =
2
20 + 18 — 28
X =
2
X=25

Por el método de igualacion, en el mismo sistema propuesto, despe-
jariamos x en las tres ecuaciones:

2x— 3y + 4z =20 [11
4x + 2y —3z = 11 (2]
3Xx + 4y + 2z =53 [3]
20 + 3y —4z
X =
2
11—2y + 3z
x:
4
53 —4y—2z
X =
3

Igualando uno de los valores hallados con cada uno de los otros dos:

20 + 3y — 4z 11 —2y + 3z
2 4

20 + 3y — 4z 53 —4y — 2z
2 3
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en los que, eliminados los denominadores, queda:

40 + 6y —8z = 11— 2y + 3z
60 + 9y — 12z = 106 — 8y — 4z

Trasladando los términos y reduciendo los semejantes:

8y —1lz = —29
17y — 8z = 46

ha quedado reducido a un sistema de dos ecuaciones, como en el caso
anterior.

Utilizando el método de eliminacién por reduccidon, se igualan en pri-
mer lugar los coeficientes de las ecuaciones [1]1y [2]:

2x—3y +4z=20 [1]
4x + 2y—3z =11 [2]

Multiplicando la [11 por 2:

4x — 6y + 8z = 40 (1]
4x + 2y —3z =11 (21

Y restando ambas ecuaciones, cambiando los signos de los térmi-
nos de la [2]:
4x — 6y + 8z = 40
—4x—2y+3z=—11

0 —8y + 11z = 29

Efectuando la misma operacién con 111y [31]:
2x — 3y + 4z =20 (1]
3x +4y + 2z2=753 [3]
Multipliquemos la [1] por 3 y la [3] por 2:

6x —9y + 12z = 60
6x + 8y + 4z = 106

Y restando:
6x — 9y + 12z = 60
—6bx— 8y— 4z =—106
0 —17y + 8z =—46

Agrupando las dos ecuaciones resultantes:
— 8y + 11z =29
— 17y + 8z = —46

Cambiando los signos de todos los términos:

8y —1iz = —29
17y — 8z = 46

obtenemos el mismo sistema de dos ecuaciones que con los anteriores
métodos.
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ax2+bx+¢=0

Esta es la fé6rmula de una
ecuacién completa de se-
gundo grado.

ax?+¢=0
ax?+bx=0
ax’=0

Estas son las expresiones
representativas de las
ecuaciones de segundo

grado incompletas.
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ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO
CON UNA INCOGNITA

Cuando en una ecuacién la incégnita esta afectada por el exponen-
te 2, se denomina a aquélla ecuacién de segundo grado. Su resolucion
se simplifica utilizando la denominada férmula de las ecuaciones de
segundo grado. Pero, antes de exponerla, veamos cémo es la forma ge-
neral de esta clase de ecuaciones. Normalmente su primer miembro
consta de tres términos ordenados segun la incognita. Recuerde que para
ordenar un polinomio (puesto que, al fin y al cabo, el primer miembro
no es otra cosa) se atiende al exponente de la letra ordenatriz, que en
este caso sera x. El exponente siempre ha de ir mayor o menor, y por
tanto la forma sera:

ax? +bx+c=0

Las letras a, b y ¢ son los coeficientes de la incognita (las dos pri-
meras) y una cantidad conocida (la tercera), denominada también tér-
mino independiente. Representan cantidades positivas o negativas, en-
teras o fraccionarias, pero siempre conocidas.

Conviene que el primer término que contiene la potencia de la in-
cdgnita sea positivo. Si al plantear la ecuacién resultara negativo bastara
cambiar los signos de todos los términos.

ECUACIONES COMPLETAS E INCOMPLETAS

La anterior férmula se denomina completa, puesto que contiene los
tres términos. Cuando falta el segundo o el tercer término, o ambos &
la vez (el primer término no puede faltar nunca, puesto que es el que
indica la clase de ecuacidén), la ecuacidén es incompleta. En este caso la
férmula puede reducirse a estas tres:
ax! =0

ax: +c¢c =20 ax! + bx =0
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FORMULA DE LAS ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO

Estudiaremos primero las ecuaciones completas. Sea la ecuacion an-
terior

ax? + bx +¢ =0
Como el término c es conocido, lo pasaremos al segundo miembro:

ax’* + bx = —c¢

Multipliquemos ahora todos los términos por 4 veces el coeficiente de
x%, 0 sea por 4a: ‘

4a(ax® + bx) = 4a(—¢)
4a’x* 4+ 4abx = 4ac
Sumemos a cada miembro la cantidad b?:

4a?x* 4 4abx + bx? = b* — 4ac

En todas estas operaciones el valor de la ecuacién sigue siendo el
mismo, puesto que hemos operado con las mismas cantidades para los
dos miembros. E]l primer miembro de la ultima ecuacién resulta ser
el cuadrado del binomio 2ax + b:

(2ax + b)Y = 4a*x* 4 4axb + b?

Como este primer miembro tiene raiz exacta, procederemos a ex-
traer la raiz cuadrada de ambos miembros:

\/4:12)(2 + 4abx + b? = + V b?—4ac
2ax + b = + V b?—4ac

El + que precede a la raiz del segundo miembro indica que dicha raiz
tiene dos soluciones, una positiva y otra negativa, pero ambas del mismo
valor absoluto, puesto que la cantidad que estd bajo el radical puede
ser la potencia de una misma base afectada del signo + o del signo —
Recuerde que el cuadrado de cualquier cantidad, sea ésta positiva ©
negativa, es siempre positivo.

Pasando el término b del primer miembro al segundo:

2ax = — b + V b’ —4ac

Y finalmente, aislando la incognita:

—b +V b?—4ac
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Esta ecuacion resultante, que da el valor de x, es la formula que antes
citabamos. Gracias a ella se resuelven todos los problemas cuyo planteo
sean ecuaciones completas de segundo grado con una incognita. Segan
tomemos el signo + o el — que aparecen delante del radical tendremos
dos raices, a las que suele designarse con los simbolos x" y x".

—b + V b* — 4ac —b _\/F_m Férmulas que dan el

i valor de la incdgnita

en una ecuacién de
2a 2a segundo grado.

Sea la ecuacién 2x* —7x + 3 = 0, en la que los coeficientes tienen
los valores numéricos a =2; b=—7yc = 3.

Sustituyendo en la férmula general los coeficientes literales por los
numéricos, tendremos :

—(—7+V49—(4-23)

X =
2 X2
7+V 49 —24

X =

4

7+V25

X =

4

7+5

X =

4

Con el signo + la solucion sera:

7+ 5
x = x =3
4
7—S5 1
X“:——X”:—
4 2

Las dos soluciones que se obtienen, en este caso 3 y 1/2, satisfacen la
condicién expresada por la ecuacién inicial:

2x2—7x +3 =0 2x2—7x+3=0
(2-33)—(7-3)+3=0 (2-05)—(7-05)+3=0
18—21 +3=0 05+-=35+3=10

El término b? que figura en la cantidad subradical o radicando siem-
pre es positivo, a pesar de que en la ecuacién general el coeficiente sea
— b, como ocurre en el ejemplo anterior, puesto que, como ya le habia
indicado, todas las cantidades elevadas al cuadrado son positivas.
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\/ b?-4ac

La expresién que en la
férmula general de la
ecuacién de segundo gra-
do queda afectada por la
raiz, recibe el nombre de
discriminante.

=3

La raiz cuadrada de un
nimero negativo sera
siempre una raiz imagi-
naria, porque...

(= €)x(~c)

...serd siempre un ndmero
positivo. No hay ninguna
cantidad cuyo cuadrado
sea negativo.

132

RAICES IMAGINARIAS

En la féormula general la cantidad que se halla bajo el signo radical
se denomina DISCRIMINANTE. Cuando este discriminante es igual o mayor
que cero, la ecuacién tiene raices reales; en cambio, cuando es menor
que cero, o sea igual a una cantidad negativa, la férmula da una ope-
racién imposible. En este caso las raices son denominadas imaginarias.

En la resolucion de la ecuacién 6x* + 3x + 2 = 0 resulta, una vez
efectuadas las operaciones de la férmula general,

—3+V —39

12

En este caso, las raices imaginarias seran:

—3+V —39 —3—V —39

12 12

puesto que no hay ninguna cantidad cuyo cuadrado sea negativo. Aun
en el caso de que la cantidad subradical tuviera raiz cuadrada exacta,
por ejemplo V — 36, la solucién no da una cantidad real, sino que des-
componiendo el radicando en

V36 x (— 1)

da el resultado 6 V — 1, con lo que la cantidad sigue siendo imaginaria
por existir el factor V — 1.

CASOS PARTICULARES DE LA FORMULA GENERAL

Al plantear las ecuaciones de segundo grado, podemos hallarnos con
la particularidad de que el coeficiente de x sea par, o bien que el coe-
ficiente de x? sea la unidad. En ambos casos la féormula queda simpli-
ficada.

Cuando el coeficiente de x es par, la férmula queda reducida a

—b +V b?*—ac

en la que se han suprimido todos los factores numéricos, y siendo b’ =

b

i

, 0 sea, igual a la mitad del cociente de x.

2

En la ecuacién 4x? — 8x — 12 = 0, el coeficiente de x, 8, es par; vy
por tanto, utilizando la férmula simplificada, haciendo a = 4; b =
= —8/2=—4

—(—4) +V 4 —[4(— 12)]

4

|
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En el segundo caso, en que el coeficiente de x* es la unidad, la formu-
la general queda modificada de esta forma:

En esta ultima se han dividido los dos términos del segundo miem-
bro por 2. En la férmula inicial queda suprimido el coeficiente a por ser
igual a la unidad:

—b +V b*—4ac —b +Vbr—4c

puesto que 2 = V 4. Como en el segundo término numerador y denomi-
nador estan radicados, equivale a radicar el quebrado completo:

V b2 —4c b?
_— = = N —
V 4 4

Sea, por ejemplo, la ecuacién x> ~—8x + 12 = 0. Aplicando la férmula
anterior, tendremos

8 64
X = — % —_— 12
2 4
X:—4 4 2
y las raices son x" = 6; x' = 2.

RELACIONES ENTRE LOS COEFICIENTES Y LAS RAICES

En todas las ecuaciones las dos raices o soluciones cumplen con dos
condiciones, que las relacionan directamente sea con los dos coeficientes,
o con el término independiente de la incognita y el coeficiente del tér-
mino potenciado.
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En el primer caso, la suma de las raices de la ecuacién de segundo
grado es igual al coeficiente del segundo término con el signo cambiado,
dividido por el coeficiente del primero, o sea que:

b
xl+xn:_—
a

Y en el segundo caso e] producto de las raices de la ecuacion de se-
gundo grado es igual al término independiente de la incégnita dividido
por el coeficiente del primero.

Conocidas estas relaciones, constituyen un método muy sencillo para
comprobar si las dos raices halladas son las que cumplen con las con-
diciones precisas.

En el ultimo caso anterior, en el que la ecuacién era x> —8x + 12 =0
y las raices x" = 6; x” = 2, la suma de éstas debe ser igual al coeficiente
— b con el signo cambiado:

b 8
X +x"' =+ 6+2=—=28
a 1
a 12
X -x" = 6:2=—=12
c 1

Por tanto, la solucién es exacta.

RESOLUCION DE LAS ECUACIONES INCOMPLETAS

La féormula general de las ecuaciones de segundo grado no es valida
cuando la ecuacién es incompleta, ya que entonces falta alguno de los

A x2 + €= O coeficientes.

En la forma incompleta ax* + ¢ = 0, por trasposicién de términos

..s¢ resuelven por esta obtenemos sucesivamente :
férmula:

x:i e L c
a =

Las ecuaciones incom-
pletas del tipo...

ax!*+¢=0 ax? = —c¢

Esta ultima expresiéon es la férmula para resolver cualquier ecuacién
de la forma incompleta citada. Si observa detenidamente, vera que esta
f6rmula da dos valores reales en el caso de que el término independiente
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sea negativo (— c), puesto que de otra forma la solucién seria imagi-

naria (con el factor v — 1).

En la ecuacién 25x2 — 16 = 0, aplicando la férmula citada, tenemos:

16

>
fl

H
I

I

>
I
H+

4
—rer— x——
5

Si la forma incompleta es ax? 4+ bx = 0, entonces, aislando x como
factor comun del primer miembro, obtenemos :

x(ax + b)) =0

En este caso, el primer miembro es un producto de dos factores,
x y (ax + b). Cuando esto ocurre, y como su producto ha de ser 0, uno
de los factores tiene que ser forzosamente 0. Igualando sucesivamente

cada uno de los factores a 0, tenemos

x=0 ax + b=20

La primera nos da una raiz x’ = 0.

16

25

En Ia segunda, trasponiendo términos, tenemos :

ax + b =0 ax =—D X =—

Luego las raices de estas ecuaciones incompletas son:

b

xl:o x":-———

Sustituyendo en la ecuacién incompleta inicial x, por sus dos va-

lores hallados:

0*—(4-0)=0 4#—(4-4)=0

Una tercera forma de segundo grado incompleta, con la que quizas
no se encuentre nunca, pero que citamos por ser curiosa, es ax? = 0.

En este caso, como el coeficiente no es nulo, ya que siempre es una
cantidad conocida (que como minimo es igual a la unidad), al despejar

la incégnita queda:

% =

)

Las ecuaciones de tipo...

ax?+bx-=

..tlenen dos soluciones:

x'=0

X

17 __

0

b
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De donde resulta que x’ =0y x” = 0.
Luego la forma incompleta ax? = 0 tiene dos raices iguales a 0, lo que
no deja de ser una solucion.

PROBLEMAS RESUELTOS DE ECUACIONES DE PRIMER
GRADO CON UNA O MAS INCOGNITAS

PRIMER PROBLEMA

En un montén hay 364 condensadores. Si aumentara en 6 condensa-
dores electroliticos y disminuyera en 5 condensadores ceramicos, el nu-
mero de éstos seria 4 veces el de aquéllos. ¢Cudntos hay de c¢ada clase?

Si llamamos x al numero de condensadores electroliticos, el de con-
densadores ceramicos sera 364 — x

Disminuyendo este niimero en 5 unidades (364 — x) — 5, aumentan los
electroliticos en 6 unidades (x4 6), siendo en este momento 4 veces infe-
rior al de los cerdmicos. Por tanto, multiplicAndolos por 4 su numero se
igualaria a éstos. En definitiva, la ecuacién sera:

(364 —x)—5=4(x + 6)
Suprimiendo los paréntesis:
364 —x—5=4x + 24

Aislando los términos que contiene la inc6gnita en el primer miembro:
—x—4x = 24—364 + 5

—5x = —335
335

X = ——
5
x = 67

Por tanto, los condensadores electroliticos son 67
Los ceramicos seran, pues, (364 —x) = (364 — 67) = 297

SEGUNDO PROBLEMA

Un galgo persigue a una liebre que esta a 30 metros de distancia. Si el
galgo recorre 5 metros por segundo y la liebre sélo 3 metros, ¢cudnto tar-
dara en alcanzarla?

Sea x el tiempo que ha de pasar para que el galgo alcance a la liebre.
Cuando ésto ocurra, el galgo habra recorrido 5x metros y la liebre 3x me-
tros. Como, segun el problema, la diferencia de estos espacios es de 30
metros podemos escribir la ecuacién,

S5x— 3x = 30
2x = 30
30

X = ——
2
x = 15

El galgo tardara 15 segundos en alcanzar a la liebre.
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TERCER PROBLEMA

Cuatro cuadros se compraron por 8.000 pesetas. El precio del segundo
fue vez y media el del primero; el tercero, vez y media el del segundo,
y el cuarto costé tanto como el primerc y tercero juntos. ¢A qué precio
resulté cada uno?

Designemos el precio del primero por x.

El de] segundo fue:

X 3x

El del tercero:

3x 3x 12x 6x 18x 9x

+ = -+ = =
2 4 8 8 8 4
Y el del cuarto:
9x 13x
X+ — =
4 4

La ecuacidn, por tanto, serd:

3x 9x 13x
X + + + = 8000
2 4 4

Resolviendo ésta tendremos:
m.c.m. = 4

4x 4+ 6x + 9x + 13x = 32000

32x = 32000
32000
X =
32
x = 1000
El primer cuadro costd, pues, 1.000 .pesetas
3x 3000
El segundo: = = 1.500 by
2 2
9x 9000
El tercero: = = 2.250 »
4 4
13x 13000
Y el cuarto: = = 3.250 »
4 4
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CUARTO PROBLEMA

¢Cuantos discos de 20 y 25 milimetros se necesitan alinear para ob-
tener la longitud de 1 metro con 48 de ellos?

Sea x el numero de discos de 20 mm y 48 — x el niimero de los de 25
milimetros. Al mismo tiempo, como 1 metro tiene 1.000 mm, podemos
formar la siguiente ecuacién :

20x + 25 (48 — x) = 100G
Resolviendo esta ecuacién, obtendremos

20x + 1200 — 25x = 1000

5x = 200
200

X ==
5

x = 40

Por tanto, se necesitan 40 discos de 20 mm y 8 de 25 mm, ya que

48 —x =48-—40 = 8

En los siguientes problemas, con varias incégnitas, vera que para
resolverlos empleamos un método distinto en cada uno de ellos; aunque
puede aplicarse indistintamente uno cualquiera para hallar la solu-
ciéon exacta.

QUINTO PROBLEMA

Un numero entero consta de tres cifras, cuya suma es igual al triple
de la cifra de las decenas. Hallar ese numero, sabiendo que disminuye
en 198 si se invierte el orden de sus cifras, y que la cifra de las unidades
es la mitad de la que representa las centenas.

Emplearemos en este problema el método de sustitucién.

Segun el primer enunciado, la suma de los valores de las tres cifras
es igual a

X+y+z=23y
La segunda ecuacién sera:

100z + 10y + x + 198 = 100x + 100y + z

Y la tercera ecuacién vendra dada en:

Reduzcamos los términos semejantes en la segunda ecuacion:

99z —99x = — 198
99x — 99z = 198



Como en la tercera ecuaciéon tenemos el valor de z, con respecto a x,
sustituyéndolo en esta ultima

X
99x — 99 (_) =198
\ 2

Multiplicando todos los términos por 2, suprimiendo asi el denomi-
nador :

198x — 99x = 396

99x = 396
396
X = ——
99
x=4
‘1 Reduciendo los términos semejantes en la primera ecuacién:
X+z=2y
X 4
Siendoelvalorde x =4;z2=——=—— =2
2 2
4+ 2 =2
6 =2y
6
y=— y = 3
2

El niimero pedido es, pues, 432,

SEXTO PROBLEMA

La suma de dos nimeros es 26 y su diferencia 8. ¢ Cuales son?
. Representaremos el mayor por x; el menor por y. Podemos formar el

sistema de ecuaciones
x4+ y=26
x—y=28

que resolveremos por el método de reduccién.

Primeramente cambiamos todos los signos de la segunda ecuacién
para poder restarlas:

X+y=26
_x+y:—8
02y =18

18

2
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Sustituyendo el valor de y, tenemos:

Xx+y=26
Xx—9 =26
X =26—9 x = 17

Los numeros pedidos son 17 y 9.

SEPTIMO PROBLEMA

Dice Pablo a Emilio: «Si me das 40 pesetas tendré lo que a ti te que-
da multiplicado por 28.» «Dame 95 pesetas, repuso Emilio, y tendremos
igual los dos.» ¢Cuénto tiene cada uno?

Por el método de comparacién o igualacién:

Pablo tiene x pesetas, Emilio, y pesetas. La primera ecuacién sera

X + 40 = 28 (y — 40) }
y la segunda y+95=x—095

/4

Aislando las incégnitas en las dos ecuaciones:

x— 28y = — 1120 —40
y—x=—95—95

Cambiando los signos en la segunda ecuacién y aislando la incégnita
x en las dos:

x = 28y — 1160
x =190 + ¥y

Igualando ecuaciones, se obtiene sucesivamente :

28y — 1160 = 190 + y
28y —y = 1160 + 190

27y = 1350
1350
27 -
x = 190 + 50 x = 240

Pablo tiene 240 pesetas y Emilio 50.

OCTAVO PROBLEMA

Hallar dos niimeros cuya suma y cociente es 7.
La primera ecuacién sera

X+y=17
y la segunda
X
=7
y

x valdra: x = 7y en la segunda ecuacién.




A

Sustituyendo este valor en la primera,

8y — 7 y‘ ——
7
X =7—— X = ——
8 3
49 /
obtenemos los numeros pedidos, que son —— y —-- -
8 ]

NOVENO PROBLEMA

Un terreno rectangular de 240 metros de perimetro tiene sus dimen-
siones en la razén de 2 a 3. ;Cual es su area?

Denominando a su anchura x, a su longitud y, su suma sera igual &l
semiperimetro. Asi:

\ 240
X4 ¥y =——= 120
2

Como a su vez la condicién es que sus dimensiones estén en la relacion
2a3,

X 2
y 3
el sistema de ecuaciones sera
x+y =120
X 2
y 3

Despejando x en la segunda ecuacién:

2y

y sustituyendo este valor en la primera ecuacion,

2y

— 4y =120

3

2y + 3y = 360
Sy = 360




142

Y =

X = = X = 48

hallamos finalmente x = 48; y = 72
El area del terreno es: 48 - 72 = 3456 m?.

PROBLEMAS RESUELTOS DE ECUACIONES
DE SEGUNDO GRADO

DECIMO PROBLEMA

La longitud de una sala rectangular de 240 m? de 4rea excede en 6 m
a la anchura. ¢ Qué dimensiones tiene?
Si x es el lado menor, el mayor sera x + 6. Se tiene

x(x + 6) = 240
x* 4+ 6x = 240
x2+6x—240=0

%
/

Aplicando la férmula completa reducida, por ser par el coeficiente x,

—b’ +Vb'2—ac

X =
a
6
Siendo b' = — =3
2
—3 + V9 — (—240)
X =
1
x =—3 +V9 4 240
x =—3 +V249 S
X =—23 + 1578
x' =—3 4 1578
x' = 1278

Las dimensiones son: 1278 m y 1278 + 6 = 18’78 m,

UNDECIMO PROBLEMA

Si por 2 pesetas diesen 5 resistencias mas de las que dan, la docena
costaria 40 céntimos menos. ¢Cuanto vale cada resistencia?
Sea x céntimos el valor de una resistencia; el de la docena sera, por
tanto, 12x. A su vez 2 pesetas es igual a 200 céntimos y por dicho impor-
200 200
resistencias. Si nos dieran 5 mas, o sea
X X
valor de cada una seria entonces

te nos daran + 5 el




200

200
+5
X
y la docena costaria
12-200
200
+ 5
X
Luego la ecuacién es
12200
+ 40 = 12x
200
+5
X
Resolviendo ésta tenemos
2400 2400x
440 =12x — 1 40 = 12x

5x + 200 S5x + 200

2400x + 200x + 8000 = 60x* + 2400x
60x? — 200x — 8000 = 0

Efectuada la ecuacién de segundo grado a que da lugar, resulta

200 + V 2002 -+ (4 - 60 - 8000) 200 + 1400
X = —
260 120
160 40
X = = —— = 13’33 céntimos
12 3
40

de donde resulta finalmente que x = céntimos, o también 13’33 cén-

timos. 3
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MATEMATICAS

Leccion novena

LOGARITMOS
DEFINICION Y OPERACIONES. TABLAS

Definicién — Logaritmos, ;jporqué? — Coracteristicas y mantisa — Tablas de logaritmos —
Ejemplos — Operaciones con logaritmos — Multiplicacién ~ Divisién — Potencfa-

cién — Algunas operaciones como ejemplo.

DEFINICION

Entendemos por logaritmo de un numero...

EL EXPONENTE A QUE DEBE ELEVARSE UNA DETERMINADA BASE PARA OBTENER
DICHO NUMERO.

Aclaramos esta definicién, que en principio puede parecer mas com-
plicada de lo que es en realidad.

Supongamos que elegimos por base el nimero 2. En este caso, ¢cual
serd el logaritmo de 8?

El logaritmo de base 2 del niumero 8 sera el exponente a que debemos
elevar la base (2) para obtener el namero 8. En este caso podemos es-
cribir:

Logaritmo (base 2) de 8 = 3.

Es asi por cuanto 2° = 8.

De acuerdo con la misma definicion, el logaritmo de base 2 del nua-
mero 16 seria 4, ya que 2* = 16.

Puede establecerse un sistema de logaritmos con cualquier base, pero
lo normal es trabajar con logaritmos de base 10, denominados LOGARIT-
MOS VULGARES, DE BRIGGS O DECIMALES.

Existe atn otro sistema, que tiene por base el llamado nimero e
(2'71828...), sistema que recibe el nombre de logaritmos naturales, ne-
perianos o hiperbdlicos.

Este segundo sistema, empero, no vamos a considerarlo. Damos no-
ticia de su existencia y nada mas. Para céalculos normales utilizaremos
logaritmos vulgares, de comprension mucho mas facil.

Para indicar que una cierta expresiéon numeérica es el logaritmo vul-
gar de un determinado nimero a, se utiliza la expresion,

log. a
y en caso de tratarse de un logaritmo neperiano,
log. a, o bienIn.a

Repetimos que lo mas usual es trabajar con logaritmos vulgares v
que seran éstos los que nosotros vamos a considerar.



LOGARITMOS, ¢POR QUE?

Siendo el logaritmo de un ntmero el exponente a que debe elevar-
se la base del sistema para obtener dicho numero, es evidente que el
logaritmo vulgar de 10 (logaritmo de base 10) sera la unidad, puesto
que 10" = 10.

Podemos escribir:

log 10 =1
Por la misma razon, sera:
log 100 = 2
(10* = 100)
log 1000 = 3
(10° = 1000)
log 10.000 = 4
(10* = 10.000)
Podriamos seguir por el mismo camino,
log 1.000.000 = 6
viendo que el logaritmo de la unidad seguida de ceros (las potencias
de 10) es siempre el numero entero que indica la cantidad de ceros.

Por otra parte, sabemos que todo decimal puede expresarse en for-

ma de quebrado. Por ejemplo:
1

10
La expresion 1/10. ¢no equivale a 10—'? Sabemos, en efecto que el
exponente negativo indica division.
1

10

0’1 =

10— = =01

Deducimos, pues, que:
log 0'l = —1, puesto que 0’1 = 10—
Por extensién, los logaritmos las demas potencias negativas de 10
seran
log 001 = —2, puesto que 001 = 10—
log 0001 = —3, puesto que 0001 = 10—
log 0°0001 = —4, puesto que 0'0001 = 10—
De estas primeras deducciones &ntresacamos una conclusién impor-
tante:

Topos LOS NUMEROS COMPRENDIDOS ENTRE 0 Y + 1, o sea, todos lus
decimales sin parte entera, TIENEN LOGARITMO NEGATIVO.
EL LOGARITMO DE CUALQUIER NUMERO MAYOR QUE 1 ES POSITIVO.

Es importante observar, cuando nos referimos a logaritmos negati-
vos o a logaritmos positivos, que es un logaritmo lo que estd afectado
por el signo mds o el signo menos, no el namero al que pertenece. El
logaritmo de un decimal inferior a 1 es negativo (lo acabamos de decir);
pero dicho niumero decimal es positivo.

En realidad, los nimeros negativos no tienen logaritmo, puesto que
son inferiores a cero. Sin embargo, ya veremos el sistema de poder ope-
rar con ellos.

Ahora que ya tenemos una idea mas clara de lo que es el logaritmo



de un namero, podemos preguntarnos cual es la utilidad de este invento
matematico.

Los logaritmos solucionan con mayor facilidad calculos en que in-
tervienen productos, cocientes, potencias y raices, y que con un pro-
ceso operativo normal nos llevarian a trabajar con expresiones com-
plicadas y largas.

Operando con logaritmos, una multiplicaciéon queda reducida a una
suma; una divisién se convierte en una resta; una potenciacién consiste
en una sola multiplicacién, y una radicacién en una divisién sencilla.

Se comprende que los logaritmos representen una notable ventaja
cuando se trata de operar con nimeros de muchas cifras.

CARACTERISTICA Y MANTISA

Hemos dejado bien sentado que en el sistema de los logaritmos vul-

gares se cumple que:
log 10 =1

Esto es asi, insistimos en ello, por cuanto 10' = 10. Aferrandonos de
nuevo en la definicién de logaritmo, llegaremos a la conclusion de que:

logl1 =0

¢Por qué...? Por la tnica razén de ser 10° = 1.

En principio, pues, todos los nimeros comprendidos entre 1 y 10 ten-
drdn un logaritmo que debera caracterizarse por empezar por el nu-
mero 0 (cero). El valor de este logaritmo debe quedar comprendido en-
tre cero y uno, lo cual quiere decir que tendra la expresién de un nu-
mero decimal:

0’... algo.

Si el niimero cuyo logaritmo buscamos esta compendido entre 10 y

100, es evidente que su expresion sera:
1'... algo.
puesto que log 10 = 1 y log 100 = 2.

De igual forma, el logaritmo de todo nimero comprendido entre 100 y

1000 empieza con un 2 al que siguen infinitas cifras decimales.

A LA PARTE ENTERA DE UN LOGARITMO SE LE LLAMA CARACTERISTICA.

La caracteristica del logaritmo de un ntmero es la cifra que expresa
el ntumero de cifras enteras de dicho ntiimero, menos una.

LA PARTE DECIMAL DEL LOGARITMO DE UN NUMERO SE LLAMA MANTISA.
Esta formada por infinitas cifras (es un ntmero irracional), de las
que, normalmente, sélo se toman cinco o menos. Con cuatro es sufi-
ciente para la gran mayoria de cédlculos.

De acuerdo con esto, la caracteristica del log 34763 sera 4; la del
log 372’575 sera 2, etc.

TABLAS DE LOGARITMOS

Los logaritmos de los numeros se dan en las llamadas tablas de loga-
ritmos, donde, de una u otra forma, se relaciona el numero cuyo lo-
garitmo deseamos conocer con la mantisa del mismo. La caracteristica



del logaritmo nunca aparece en estas tablas, puesto que siempre es la
cantidad de cifras enteras menos una.

Las mantisas es lo que dan las tablas, que serdn mas o menos volu-
minosas segin la cantidad de nameros que contengan y el mayor o me-
nor numero de cifras decimales con que se hayan calculado las mantisas.

Las tablas de logaritmo que incluimos en esta leccién son extrema-
damente sencillas y cumplen de modo perfecto su mision. Los céalculos
que normalmente requieren el empleo de los logaritmos, dentro del cam-
po de la técnica aplicada, no requieren mayor aproximacién de la que
proporcionan estas tablas.

Expliquemos su manejo:

1° Estas tablas proporcionan directamente la mantisa de los ndime-
ros enteros desde el 10 al 100. Los numeros, como puede ver, se encuen-
tran en la primera columna (N), y la mantisa que les corresponde queda
en su misma linea en la columna del cero.

Ejemplo:

Buscar el log de 48.

En la columna N localizamos el nimero 48; y en la columna inme-
diata (0), en la fila correspondiente al 48, leemos la mantisa, que resulta
ser 6812. Luego:

log 48 = 1’6812

2.° La mantisa del logaritmo de los numeros con tres cifras significa-
tivas se encuentra en la columna que corresponde a la tercera cifra que
completa el numero, cuyas dos primeras cifras son las que se leen en
la columna N.

Ejemplo:

Buscar el log de 813.

En la columna N buscamos el namero 81 (dos primeras cifras signi-
ficativas) y, sin movernos de la misma fila, localizamos la mantisa si-
tuada en la columna 3.

Vemos que dicha mantisa es 9096. Luego:

log 813 = 2’9096
Otro ejemplo:

Buscar el log de 230.

La dltima cifra de este nimero es un cero, por lo cual la mantisa
de su logaritmo sera la misma que corresponde al log 23. que es 3617.
En consecuencia:

log 230 = 2'3617

4° El namero tiene cuatro cifras significativas. En este caso se bus-
ca la mantisa correspondiente a las tres primeras cifras, a la cual se
suma la cantidad que se encuentra en una de las nueve ultimas colum-
nas de la tabla. Estas cifras son lo que se llama la diferencia tabular,
o sea, la diferencia existente entre dos mantisas consecutivas de dos
numeros de tres y cuatro cifras significativas que tienen las tres prime-
ras iguales y segiin que la cuarta sea 1, 2, 3, 4...9.

Aclaremos la cuestién con algunos ejemplos.
Ejemplo primero:

Buscar el log de 2474. . . ‘( [
Empezaremos por buscar la mantisa del log de 247: 4—7 & 7
Mantisa del log 247 = 3927 A =

il vy (v " ol
/ ¢ 24
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Existe una cuarta cifra significativa (4) que incrementa la mantisa.
Para saber el valor de este incremento, buscaremos en la misma fila
del 24 el nimero que corresponde a la columna 4 de las diferencias
tubulares. Vemos que este namero es el 7.

Luego, la mantisa del log 2474 sera:

3927 + 7 = 3934

Podemos escribir:

fog 2474 = 33934
Segundo ejeniplo:

Buscar el log de 34'05

Hallaremos 1a mantisa del log 340:

Maniisa del log 340 == 5315.

La diferencia tabular correspoundiente a la columna del 5y a la fila
del 34 es 6.

Luego:

Mantisa del log 34’05 = 5315 + 6 = 5321.

Log 34’05 = 1’5321
Tercer ejemplo:

Buscar el log de 0°04327.

Como siempre, hallaremos la mantisa del log 432.

Mantisa del log 432 = 6345.

Diferencia tabular entre mantisa de 432 y mantisa de 4327 es 7.

Mantisa del log 4327 = 6345 + 7 = 6352.

Luego:

log 004327 = 2’6352

Recuerde que el logaritmo de los numeros positivos comprendidos
entre 0 y 1 es negativo. Observe que el signo menos se coloca sobre
la caracteristica. Inmediatamente veremos el motivo.

OPERACIONES CON LOGARITMOS

Hemos dicho que los logaritmos simplificaban las operaciones arit-
méticas cuando la indole de las mismas nos llevaba a operar con de
masiadas cifras.

Veamos, pues, cémo se cumple esta ventaja:

MULTIPLICACION. ANTILOGARITMO

Partiendo de la definicién de logaritmo, podemos afirmar que si la
base 10 se eleva a un exponente que es el logaritmo de un ntmero, el
resultado es dicho numero.

Asi, por ejemplo, siendo el log 450 = 2’6532, debe cumplirse que:

102’6532 — 450

Por otra parte, sabemos que para multiplicar potencias de la misma

base basta con sumar sus exponentes conservando dicha base.
107 % 10° = 10°+° = 10°

¢No son los exponentes de base 10 el logaritmo de un numero?

Se cumple, en efecto que 2 = log 100 y que 3 = log 1000.

Deducimos, pues que 100 X 1000 es un producto que podemos ha-
ilar asi:

log 100 + log 1000 =2+ 3 =75
antilog 5 = 100.000

« 2_ r 8 i ‘
& &r * b~ oo b8
qE =2,



En efecto:

Para multiplicar dos o mas nameros, basta con sumar sus logarit-
mos y hallar luego el antilogaritmo del resultado de la suma.

Entendemos por antilogaritmo de un nimero, aquel nimero al que
corresponde el logaritmo considerado.

Para buscar el antilogaritmo de un logaritmo procederemos del modo
siguiente. Véalo por medio de un ejemplo:
Nos proponemos hallar el antilog 2°6503.
1.° Buscamos en la tabla la mantisa que mas se aproxima: 6503. En
la columna 7 vemos que figura exactamente dicha mantisa y que corres.
ponde al namero 44.
Como la caracteristica es 2, tendremos que
antilog 2’6503 = 447
Pero es normal que no encontremos una mantisa exacta. Suponga-
mos que buscamos el antilog 2'6519.
En este caso, la mantisa mas aproximada es 6513, correspondiente
a la columna 8 y al niimero 44. En principio se tratara del namero 448...
y algo mas, puesto que hay una diferencia tabular de 6519 — 6513 = 6.
2.° Buscamos la diferencia tabular en la misma fila del numero 44
viendo a qué columna corresponde. En nuestro caso es la columna 6 de
las diferencias tabulares. Esta cantidad debe afadirse al antilogaritmo
dado directamente por las tablas.
Sera:
antilog 2’6519 = 448’6
Al efectuar una multiplicacién por logaritmos pueden darse dos casos:
a) TODAS LAS CARACTER{STICAS SON POSITIVAS.
En este caso se suman normalmente mantisas y caracteristicas.
Ejemplo:
Efectuar la multiplicacién siguiente:
3696 x 965’4 x 1'817
Solucidn:
Log 3696 X 965’4 X 1'817 = log 3696 +log 965’4 + log 1'817.
Log 3696 = 3’5677
Log 965’4 = 2’9847
Log 1'817 = 0'2593

Suma = 6’8117
Antilog 6’8117 = 6.482.000 aproximadamente

Tenga en cuenta que el resultado siempre sera aproximado.
b) HAY CARACTERISTICAS NEGATIVAS.

En este caso se opera por separado con caracteristicas y mantisas.

Ahora comprendera por qué el signo negativo sélo afecta la carac-
teristica del logaritmo.

Una caracteristica negativa indica el numero de ceros que siguen
a la derecha de la coma, menos uno.




Que el signo menos se coloque encima de la caracteristica se debe
la razon siguiente:

No debe interpretarse que todo el logaritmo es negativo. La caracte-
ristica puede ser o no negativa; pero

la mantisa es siempre positiva.

Ejemplo:
Efectuar la siguiente operacién indicada:
352 x 710’5 x 0'139
Solucion:
log 3542 X 710’5 X 0'139 = log 3542 + log 710’5 + log 0’139 =
= 3’5492 + 2'8516 + 1'1430
Suma de caracteristicas = 3 + 2—1 = 4,
Suma de mantisas:
0'5492
0’8516
01430

1’5438
log buscado = 4+ 1’5438 = 5’5438
En consecuencia:
3542 x 710’5 x 0’139 = antilog 5’5438 = 349.800 aprox.

DIVISION

El cociente de dos numeros equivale al antilogaritmo de la resta
de sus respectivos logaritmos.

Es asi por cuante el cociente de dos potencias de la misma base es
igual a otra potencia de igual base y cuyo exponente es la diferencia de
exponentes:

10° : 10° = 10°, o lo que es lo mismo,
log 1.000.000.000 = 9
log 1000 = 3.

Por tanto:
log 1.000.000.000 : 1.000 =9—3=6
antilog. 6 = 1.000.000

Al restar los logaritmos pueden presentarse varios casos:
1.° EL MINUENDO ES MAYOR QUE EL SUSTRAENDO.

En este caso se procede a restar normalmente los dos logaritmos:

log a = 3’5031
log b = 1'3751

loga:b= 21280
2.° EL SUSTRAENDO TiENE CARACTER{STICA NEGATIVA.
De acuerdo con la regla de los signos, se restan las mantisas normal-
mente (las mantisas. son siempre positivas) y se «suman» las caracte-
risticas.

log a = 5'3782
log b = 2'2693
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El planteo de la operacién seria:
log a : b =53782—2"2693 = 5 — (—2) + (0’3782 — 0'2693)
Tenemos la expresiéon 5 —(—2), que, de acuerdo con la regla de los
signos, es:
5—(=2)=5+2=7
Por eso decimos que en este caso se «suman» las caracteristicas y se
restan las mantisas.
log a = 5’3782
logb = 22693

log a: b = 71089
3. EL MINUENDO Y EL SUSTRAENDO TIENEN CARACTERISTICAS NEGATIVAS.
En este caso se restan por separado mantisas y caracteristicas, te-
niendo en cuenta que la caracteristica del sustraendo debe cambiarse
de signo.

log a = 5'3724
B log b = 3'2792 o
loga:b=4—(—3)+ (03724 —0'2792) = 4 + 3 + 0'0932 = 1’0932 ™~

Vea un caso en el cual la mantisa de] sustraendo es mayor que la
del minuendo:
Sea log a = 5’2392
log b = 4’9763
Procedemos a restar por separado caracteristicas y mantisas.
0'2392 — 0’9763 = 12629
Luego: _ _
log a : b =52392—49763 = —1 + 12629 = 2'2629
4° EL SUSTRAENDO ES MAYOR QUE EL MINUENDO, TENIENDO AMBOS CARACTE-
RISTICAS POSITIVA.
El resultado sera un logaritmo con caracteristica negativa:
log a = 3’8576
log b = 5'2857

log a: b =25719
Es asi por cuanto 3 —35 es igual a —2.
5.° EL MINUENDO TIENE CARACTERISTICA NEGATIVA Y EL SUSTRAENDO CARAC- M
TERISTICA POSITIVA.
El resultado serd un logaritmo con caracteristica negativa.
log a = 3'7293
log b = 4’9652
loga: b= 37293 —4'9652 = (3 —4) + (0’7293 — 0'9652)
Operando por separado:

—3—4 =7
07293 — 0’9652 = 1'7641
Luego: _ .
loga: b=-—74 1'7641 = 87641
POTENCIACION

Potenciar un nimero no es mas que multiplicarlo por si mismoc un

-numero de veces igual al exponente de la potencia. Y puesto que la

multiplicacién de dos numeros se resuelve sumando sus logaritmos,



potenciar un numero equivale a tomar su logaritmo por sumando tan-
tas veces como indique el exponente de la potencia.

Por ejemplo:
5 =5x%X5
log 5* = log. 5 + log 5
o, lo que es lo mismo '
log 5 =2 X log 5
En resumen:

Para potenciar un ndmero, basta multiplicar su logaritmo por el
exponente, hallando después el antilogaritmo del resultado.

Al potenciar un nimero logaritmicamente, podemos encontrarnos con
los siguientes casos:

1> EL LOGARITMO DE LA BASE ES POSITIVO Y EL EXPONENTE TAMBIEN LO ES.

En este caso se procede como si fuese una operaciéon normal.

Sea, por ejemplo, la expresion a® cuando log a = 3'1203.

log a®* = log a X 5 = 31203 X 5 = 15’6013

2.° LA CARACTERISTICA DEL LOGARITMO DE LA BASE ES NEGATIVA Y EL EXPONEN-

TE ES NEGATIVO.

Se multiplican por separado caracteristica y mantisa.

Por ejemplo:

Sea la expresion a® cuando log a = 43022

log a* =log a X 5=43022 X 5

43022 X 5 = (—4 X 5) + (0'3022 X 5) = —20 + 1’5110 = 19’5110
3.° EL LOGARITMO DE LA BASE TIENE CARACTERISTICA POSITIVA Y EL EXPONEN-

TE ES NEGATIVO,

Obtendremos un logaritmo negativo.

Sea la expresion a—*, cuando log a = 2'3022.

log 'a=* = log a X (—2) = 2'3022 x —2 = —4'6044

Pero sabemos que la mantisa de un logaritmo no puede ser negativa
Por tanto, el resultado obtenido no es valido y se debe recurrir a lo que
se llama complemento o cologaritmo, que se obtiene afadiendo al loga-
ritmo positive una unidad positiva y otra negativa que, naturalmente
no alteraran el valor (1 —1 = 0).

Operaremos de la forma siguiente.

colog —4'6044 = 41 —1—4'6044 = 1 — 06044 + (—1 —4) =
=5 + 0’3956 = 5'3956

Observe que la mantisa se resta de la unidad positiva afiadida, mien-
tras que la caracteristica se suma a la unidad negativa.
4.° LA CARACTERISTICA DEL LOGARITMO DE LA BASE ES NEGATIVA Y EL EXPO-

NENTE TAMBIEN.

Se procede por separado con mantisa y caracteristica.

Sea a—* cuando log a = 5'3022

log a=* =log a X —3 =53022 X —3 =
= (—5 X —3) + (03022 X —3) =
= + 15 + (—0'9066)

1



Observemos que estariamos ante una mantisa negativa, cosa que no
puede ser. Por tanto, quitamos una unidad de la caracteristica y la afiadi-
mos a la mantisa. Asi:

log a=* = 15 4+ (—0'9066) = 14 4 (1 —0'9066) =
= 14 4 0'0934 = 14’0934

RADIACION
Es en esta operacién donde la ventaja de los logaritmos es mas no-

toria. En efecto: gracias a ellos es posible obtener raices de cualquier
orden, porque:

La raiz de orden n de cualquier namero se obtiene dividiendo el
logaritmo de dicho numero por el indice de la raiz, hallando luego el
antilogaritmo del resultado.

Asi, por ejemplo, la V4 puede obtenerse dividiendo por 2 el log 4.
log V4 =1log4:2
log 4 = 0’6021
log V4 =06021 : 2 =073010
Por tanto:
V4 = antilog 0’3010 = 2
La operacién anterior no tiene objeto, puesto que todos sabemos
que V4 = 2. Pero suponga que en un calculo aparece esta expresién:

V372
log VY372 = log 372 : 8 = 2’5705 : 8 = 0'3213
V372 = antilog 0’3213 = 2096

La divisién de un logaritmo por un ntmero se efectiia normalmente,
considerando al logaritmo como un ntimero decimal.

Sélo en el caso de que la caracteristica sea negativa y no sea mul-
tiplo del divisor, deberemos operar con una innovacién. En este caso
afiadiremos a la caracteristica tantas unidades negativas como sean ne-
cesarias para obtener el primer multiplo del divisor. A la mantisa le su-
maremos el mismo nimero de unidades positivas, con lo cual el loga-
ritmo no variara, puesto que se anulardn ambas cantidades.

Luego dividiremos por separado caracteristica y mantisa.

Por ejemplo:

Sea la expresién Va, cuando log a = 53027

log Va=1loga: 4=53027: 4
53027 : 4=((5+3)+ (3+073027)) : 4=
8 + 33027

== 2 + 0’8257 = 2’8257

ALGUNAS OPERACIONES COMO EJEMPLO

Para dejar bien sentado que el calculo logaritmico puede represen-
tar una ventaja enorme para la solucién de determinados planteos ma-
tematicos, afiadimos algunos ejemplos .que cerrardn la leccion. Siga
con nosotros el proceso operativo e intente solucionar las mismas ope-
raciones con el proceso aritmético normal. Vera la diferencia; y vera

S




también que sin los logaritmos algunas de estas operaciones son irrea-
lizables.
1. Efectuar la siguiente operacién.
321 x 823 x 421

560 x 271 X 32

Solucion:
log 321 = 2’5065
log 823 = 2’9154
log 421 = 2’6243

log del numerados = 8’0462
log 560 = 2’7482
log 271 = 2’4330
log 32 = 1’5051

log del denominador = 6’6863
log A = 80462 — 6’6863 = 1’3599
A = antilog de 13599 ~ 22’9

2. Efectuar la operacion que se indica:
5'25° x 32'1*3
6’25

Solucion:

log 5'25° = 3 X log 525 = 0’7210 X 3 = 2’1630

log 32'1** = 2'3 X log 32’1 = 2’3 X 1'5065 = 3’4648
log numerador = 2’1639 + 3'4648 = 5'6278

log denominador = log 6’25 = 1'9 X log 6’25 =
= 1'9 X 0'7959 = 1’5122
log A = 56278 — 1’5122 = 4’1156
A = antilog 4’1156 ~ 13050

3. Realizar las operaciones hallando el valor de A.
M3 x V39

V87 x Viol

Solucion:
log 23

log V23 = = 0'6808

log 39
log V39 = —ig:s——

log del numerador = 1’2445

= 0'5637

log 87

log V87 = = 02349

5 log 101 ,
log V10l = —— = 0’4009
log del denominador = 0’6358

log A = 1'2445 — (0’6358 = 0’6087
A = antilog 0’6087 = 4’80

13



LOGARITMOS
i '
Nl o 1 | 2z 3 4 5 6 7 8 9 12 3 4/5/6 7 8 o
10 | 0000 | 0043 | 0080 | 0128 | 0170 | 0212 | 0253 | 0294 | 0334 | 0374 |4 8 12 17]21]25 24 33 37
11] 0414 | 0453 | 0492 | 0531 | 0569 | 0607 | 0645 | 0682 | 0719 | 0755 4 8 11 15/19(23 27 30 34
12} 0792 | 0828 | 0864 | 0899 | 0934 | 0969 | 1004 | 1038 | 1072 | 1106 |3 7 10 14|17 21 24 28 21
13] 139§ 1173 | 1206 1239 | 1271 1303 | 1335 | 1367 | 1399 | 1430 |3 6 10 13|16|19 23 26 29
14| 1461 | 1492 | 1523 1553 | 1584 ] 1614 1644 | 1673 | 1703 | 1732 {36 ¢ 12|15|18 27 24 27
1541761 1790 | 1818 | 1847 | 1875 ] 1903 | 1931 | 1959 | 1987 | 2014 [36 8 11|14 17 20 22 25§
16 | 2041 | 2068 | 2095 | 2122 | 2148 { 2175 | 2201 | 2227 | 2253 | 227935 8 11]13/16 18 21 24
17 | 2304 4 2330 | 2355 | 2380 | 2405 | 2430 | 2455 | 2480 | 2504 | 25209 |25 7 10{1215 17 20 22
18 | 2553 | 2577 | 2601 | 2625 | 2648 § 2672 | 2695 | 2718 | 2742 | 2765125 7 oj12|14 16 19 21
19 ] 2788 § 2810 | 2833 | 2856 | 2878 | 2900 | 2923 | 2045 ! 2667 | 2089 {24 7 olr1[13 1618 20
20 | 3010} 3032 | 3054 | 30751 3096 | 3118 | 3139 | 3160 | 3181 | 320124 6 8/11]13 1517 19
21| 3222 | 3243 | 3263 | 3284 | 3304 | 3324 [ 3345 3365 | 3385 | 3404 |24 6 81012 14 16 13
22 [ 3424 | 3444 | 3464| 3483 | 3502 | 3522 | 3541 | 3560 | 3579 | 3598 |24 6 8|10{12 14 15 17
23| 3617|3636 | 3655 | 3674 | 3692 | 3711 [ 3729 | 3747 | 3766 | 3784 |24 6 7| 911131517
24 | 3802 | 3820 | 3838 | 3856 | 3874 | 3892 | 3009 | 3927 | 3945 | 396224 5 7| 9|11 12 14 16
2513979 | 3997 | 4014 | 4031 | 4048 | 4065 1 4082 | 4099 | 4116 | 4133|123 5 7| 9|70 12 14 15
26§ 4150 | 4166 | 4183 | 4200 | 4216 4232 ] 4249 | 4265 | 4281 | 4298 (23 5 7| 810 11 13 1%
27| 4314 4330 | 4346 | 4362 | 4378 | 4393 ] 4400 | 4425 | 4440} 445623 5 6| 8 911 13 14
28| 4472 | 4487 | 4502 | 4518 | 4533 | 4548 | 4564 | 4579 | 4504 | 4609123 5 6| 8 g 1112 14
29 | 4624 | 4639 | 4654 | 4660 | 4683 | 469814713 | 4728 | 4742 [ 4757113 4 6] 7l 9 10 12 13
30| 4771 | 4786 | 4800 | 4814 | 48291 4343 ] 4857 | 4371 | 48806 | 4900113 4 6| 7] 9 10 11 13
31| 4914 | 4928 | 4942 | 4955 | 4969 | 498314997 | So11| 5024 | 503813 4 6 7| § 1011 12
32| 5051 [ 5065 | 5079 | 5092 | 5105 5119 ) 5132 | 5145 5159 | 5172|213 4 S 7| 8 971 r2
33| 5185 5198 | 5211 | 5224 | 5237 5250 [ 5263 | 5276 | 5289 | 5302 |13 4 5 6| 8 91012
34 | 5315 | 5328 | 5340 | 5353 | 5366 | 5378 | 5391 | 5403 | 5416 [ 5428413 4 5| 6| 8 910 11
35 54@1 5453 | 5465 | 5478 | 5490 | 5502 | 5514 | 5527 | $539 | 5551 |12 4 §| 6| 7 Q10 11
36 55631 5575 | 5587 | 5599 | 5611 | 5623 | $635 | 5647 | 5658 | 5670 |12 4 5| 6| 7 81011
37 56821 5604 | 5705 | 5717 5729 | 5740 | 5752 | 5763 | 5775 | 5786 |t2 3 5| 6| 7 8 ¢ 10
3815798 ] 5809 [ 5321 | 5832 | 5843 | 5855 | 5866 | 5877 | 5888 | 5899 |12 3 5 6| 7 B 910
391 59111 59221 59331 5944 | 5955 | 50661 5977 | 5988 | 5999 | borofr2 3 4f 5|7 8 910
40] 6021 | 6031 | 6042 | 6053 | 6064 | 6075 | 6O¥S | 6096 | 6107 | 6117 {12 3 4| 5| 6 8 910
41| 6128 | 6133 | 6149 | 6160 | 6170 { 6180 | 6191 | 6201 | 6212 | 6222 |12 3 4| 5| 6 7 8§ 9
42| 6232 6243 | 6253 | 6263 | 6274 | 6284 | 6204 | 6304 | 6314 | 6325112 3 4/ 5| 6 7 8 ¢
4316335 [ 6345 | 6355 | 6365 | 6375 | 6385 6395 | 6405 | 6415 | 6425|t2 3 4/ 5| 6 7 8 ¢
| 44 | 6435 | 6444 | 6454 | 6464 | 6474 | 6484 | 6493 | 6503 | 6513 | 6522 |r2 3 4/ 5| 6 7 8 9
45| 6532 6542 | 6551 | 6561 | 6571 | 6580 | 6590 | 6599 | 6609 [ 6618 12 3 4| 5/ 6 7 8§ 9
46| 6628 | 6637 | 6646 | 6656 ( 6665 | 6675 | 6684 | 6693 | 6702 | 671212 3 4| 5| 6 7 7 8
47| 6721 | 6730 | 6739 | 6749 | 6758 | 6767 | 6776 6585 6794 | 68030112 3 4| s/ 5 6 7 8
48| 6812 | 6821 | 6830 | 6836 | 6848 | 6857 | 6866 | 6875 | 6881 639312 3 4/ 4| 5 6 7 8
49| 6902 6011 | 6920 | 6928 | 6037 | 6046 | 60955 | 6964 | 6672 | 6081 |t 2 3 4| 4] 5 6 7 8
50| 6990 | 6993 | 7007 | 7016 | 7024 | 7033 | 7042 | 7050 [ 7059 | 7067 }12 3 3] 4|5 6 7 8
g1 {7076 | 7084 | 7093 | 7101 | 7110 | 7118 | 7126 | 7135| 7143 | 7152t 2 3 3| 4|5 6 7 8
g2 | 7160 | 7168 ) 7177 | 7185 | 7193 | 7202 | 7210 | 7218 | 7226 | 7235{t2 2 3| 4| 5 6 7 7
5317243 | 7251 | 7259 726§ 7275 7284 | 7202 | 7300 | 7308 | "316|12 2 3( 4/ 5 6 6 7
5417324 7332 | 7340 | 7343 | 7356 | 7364 | 7372 7380 | 7388 | 7396 |12 2 3/ 4|l 5 6 6 7
55| 7404 | 7412] 7410 | 7427 | 7435 ] 7443 | 7451 | 7459 | 7466 | 747412 2 3] 4| 5 5 6 7
N.| o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 {12 3 456 7 8 9
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MATEMATICAS

Leccion décima

Vectores - Operaciones con vectores - Coordenadas cartesianas - Representa-
cion grafica de ecuaciones de primer grado - Representacion grafica de las
principales ecuaciones de segundo grado.

CANTIDAD ESCALAR Y CANTIDAD VECTORIAL

Toda cantidad, todo numero real, puede representarse sobre un segmento
de recta. Asi los numeros de la serie natural 1, 2, 3, 4, etc., corresponden grafi-
camente a:

Partiendo de un punto cualquiera al que hemos denominado 0, u origen,
tomamos un trozo de recta 0-1, que nos sirve como unidad. Con esta unidad,
y sobre el sedmento rectilineo, vamos marcando una sucesién de puntos a
distancias iguales entre si, de izquierda a derecha, que corresponden a los de-
mas numeros. Observe como la circunstancia de que entre dos numeros con-
secutivos s6lo hay una unidad de diferencia, se cumple en ambos sistemas.
Si ahora con el trozo de recta 0-1 que tenemos como unidad vamos trazando
nuevos puntos pero hacia la izquierda del cero u origen, obtendremos los
numeros negativos —1, —2, —3, etc. Todo nuimero negativo es menor que
cero, lo cual debe cumplirse también en la representaciéon gréfica.

Efectivamente, sabemos que 4 es mayor que 3; que 3 es mayor que 2, etc.
De ello deducimos que recorriendo la escala de derecha a izquierda vamos
disminuyendo de valor. Al llegar al 1 y seguir hacia la izquierda, entramos
en el campo de los decimales sin parte entera (0’9, 0’8, 0’7, etc.) que aun si-
guen siendo, no obstante, mayores que cero. Pero llega un momento en que
nuestro, recorrido coincide con el punto origen 0. A partir de ahora cualquier
cantidad que queda a la izquierda debera ser menor que cero para que se
siga cumpliendo la regla. Por tanto, —1 es menor que cero, que es lo que pre-
tendia demostrar. Observe como graficamente se aprecia mucho mejor la
circunstancia de que un numero negativo es menor que otro cuya cifra sig-
nificativa tenga un valor absoluto menor. Asi —4 es menor que —3 y que —2.

A las cantidades que se pueden representar de esta forma, se les denomi-
na cantidades ESCALARES. En ellas solo se tiene en cuenta la longitud del trozo
de recta que las representa. Las operaciones con estas cantidades se limitan
a las normales que hemos visto en-lecciones anterlores.

Pero, existen otras cantidades en las que no basta con conocer el valor
de las mismas, sino que ademas debe tenerse muy presente la DIRECCION. En
este caso a la recta que determina la magnitud y direccién de la cantidad se
denomina VECTOR y a la cantidad: CANTIDAD VECTORIAL.



SUMA DE VECTORES

Para sumar vectores graficamente basta con di-
bujarlos procurando que el fin de un vector coinci-
da con el principio del otro, y respetando la direc-
cién de cada uno. El resultado nos viene dado en
magnitud y direccién por un vector que une el
principio y el fin de la recta quebrada formada
por los vectores.

Vea en los ejemplos gréficos que el orden en
que se toman los vectores no afecta al vector re-

sultante, lo que equivale al principio o ley de la
suma de que el orden de los sumandos no altera
la suma,

GC D b Salvo en la suma de vectores, en la que no es
necesario ningun sistema de referencia, para to-
Ble das las demas operaciones con los mismos es con-
A 7 veniente un sistema de referencia a fin de poder-
los definir algebraicamente. De esta necesidad sur-
gi6é el denominado sistema de coordenadas.
SISTEMA DE COORDENADAS

En este sistema se distinguen dos tipos distintos: el de COORDENADAS CAR-
TESIANAS y el de COORDENADAS POLARES.

En el primero de ellos, el de coordenadas cartesianas, se ha dividido el
plano en cuatro porciones iguales mediante dos rectas que se cruzan perpen-
dicularmente. De ellas, la horizontal se denomina eje de las x, eje X-X, o eje
de las aBscisas, mientras la vertical recibe los nombres de eje de las y, eje
Y-Y, o eje de las ORDENADAS.

A su vez, el plano se divide en: primer cua-
drante, segundo cuadrante, tercer cuadrante y
20 qec cuarto cuadrante. Conocidos ya los elementos
constitutivos del sistema, veamos cémo se uti-
Cuadrante Cuadrante lizan.

Actuemos unicamente con el primer cuadran-
te, para lo cual prescindiremos por el momento
0 Origen de los demés. Si sobre la superficie abarcada por
X X los dos ejes colocamos un punto en cualquier lu-
gar, podremos conocer su situacién con respecto
e 40 al plano si logramos establecer alguna relacién

entre éste y el punto.
Cuadrante Cuacrante Las dosy recfas OX y OY delimitan perfecta-
Eje delas y Eje delas x mente al plano por dos de sus lados. Ademés, am-
o eje de las o ejedelas bas se cruzan por un punto que les es comun. To-
ordenadas abcisas maremos, por tanto, a este punto como referencia.

Si ‘desde P trazamos una perpendicular a la linea OX y otra a la OY, ha-

Nota: bremos hallado dos nuevos puntos, uno sobre OX y otro sobre OY, para los

El signo || significa
“paralela a*

que la distancia al origen es igual que la del punto P a los ejes. Asi, PM = ON
y PN = OM. Recuerde que segun la Geometria, la porcién de recta cortada
por dos paralelas al cruzarse con otras dos paralelas es constante. Y siendo
PM||ON y PN ||OM, debe cumplirse la citada regla.



La distancia OM sera la abscisa del punto P, y la ON la ordenada. De esta y
forma el punto queda determinado indicando (OM, ON). Con valores numé-
ricos un punto que tenga las coordenadas (6’5) queda perfectamente defi-
nido, ya que trazando una perpendicular a la abscisa 6 y otra a la ordenada 5, g B
ambas se cruzan por un punto que es el buscado. Observe que la primera i
cifra siempre indica la abscisa y la segunda la ordenada. De invertir estos
términos, el punto hallado seria completamente distinto.

y Y\ 0 M
P(6'5) 1 y [
- e ——————ege 5}
: N P
|
I
: } [¢] M
|
|
X 0i x
0 6 6

L 4

En el caso de ser un vector o linea la que debe determinarse, distingui-
remos dos casos: cuando el origen del vector o linea coincide con el 0 y
cuando no coincide.

En el primer caso, basta indicar el punto correspondiente al otro extre-
mo del vector o linea.

y y y
61 -
‘A
| 5
31— & |
4 : 4
1
3 ! gL
N\ Y |
7l b 2
1 ‘ ‘ |
1 > } 1 !
| .
0 X X X
3 0 L e e e o o o i A SR
b o V(3'3) obien V(00) V,(3'3) V=(5%) o bien ¥, (0'0) V, (5'%)

U=(42) obien U,(0'0) U, (42) Vi (23) Vy(5'6)

En el segundo de los casos, para definir al vector necesitaremos indicar
dos puntos, que seran los correspondientes al principio y al fin del vector
o linea. Para el vector v sus coordenadas seran v, (2,3) v, (5,6).

Trazando los dos puntos asi determinados, tenemos el vector, ya que por
dos puntos s6lo puede pasar una recta.

VALOR DE UN VECTOR. VECTOR PARALELO A UN EJE

Ahora bien, hasta ahora sélo nos hemos referido a la forma de definir
al vector o linea segiin la posicién que tuviera sobre el plano. Pero como es
natural, todo vector representa una cierta cantidad. Y la anotacién v, (2,3)
v, (5,6) no nos determina el valor de esta cantidad.
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Las coordenadas.del vector nos dan el valor de los puntos extremos del
mismo, proyectados sobre las lineas de eje, al origen 0. Analicemos prime-
ramente la proyecciéon de una paralela al eje XX sobre este mismo eje,
Sea v, (2,1) v, (6,1). La proyecciéon de estos puntos sobre XX, corta el eje
por x, y x,. El segmento x, vale 2 unidades, mientras el x, vale 6. Pero de
los dos segmentos, el X, no corresponde al vector, sino que es la distancia
que va del vector al origen de coordenadas, Hagamos coincidir a este ori-
gen con el del vector, restando el segmento x, de los dos puntos que nos
determinan el vector.

X=X =202 =1
X,—X, =6—2=4

Ahora el origen del vector y el de coordenadas coinciden y, por tanto, la
distancia 0,x, corresponde a la verdadera magnitud del vector, o sea, 4 uni-
dades. De ello deducimos que para hallar la magnitud de un vector debera
restarse de la abscisa del punto x, la del punto x,. Igual razonamiento es
véalido para las ordenadas.

<
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v (20 #,(6)

I o
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! |
1 2 3 4 5 6 Xy (xp-xy)

Xy e——

VECTOR NO PARALELO A LOS EJES

Los dos casos anteriores se referian a vectores paralelos a los ejes. En
el caso de formar angulo con cualquiera de ellos o con los dos a la vez, la
magnitud indicada por las coordenadas se referird siempre a la proyeccién
del vector sobre el eje. En este caso, para hallar el valor absoluto del vector,
nos auxiliamos del teorema de Pitdgoras, puesto que los ejes coordenados
siempre forman angulo recto. Recuerde que segiin el citado teorema, el
cuadrado del lado opuesto al 4dngulo recto es igual a la suma de los cua-
drados de los otros dos lados (el cuadrado de la hipotenusa es igual a Ila
suma de los cuadrados de los catetos).




Sea, por ejemplo, el vector R (el punto sobre
la letra indica que es vector; también suele co-
locarse una pequena flecha R) cuyas coordenadas
son r; (3,2) r, (8,6). Sus proyecciones sobre los
ejes nos dan los cuatro puntos:

Kyi==rd X, =38
V=2 ¥y, =6

Haciendo coincidir el origen de coordenadas
con el punto r,, lo que equivale, segin ya vimos,
a (x,x,) e (¥,-¥,), obtenemos dos juegos de trian-
gulos rectangulos, los 0,r,y, y 0,r,x,. Tomemos,
por ejemplo, el 0,r,x,. Siendo los lados

0%, = (xl-xg) XL, = (yl'yg)
segun Pitadgoras, tendremos:
Rz = (xz-xl)z AR (y2'Y1)2

R = \/(XZ-XI)2 G (Yz'y|)2

(efectiie siempre primero las operaciones indica-
das entre paréntesis).

Al mismo resultado llegaria si hubiéramos to-
mado el otro tridngulo.

Determinados posicién y valor del vector, sélo nos resta conocer el sen-
tido del mismo. Recuerde que un vector tiene direccién y sentido. La direc-
cién viene dada por la situacién sobre el plano, pero no es suficiente. Por
ejemplo, una brujula siempre marca la direccién Norte-Sur. Pero si usted
intenta dar a la aguja imantada un giro de 180°, con lo que la direccién Norte-
Sur no varia, verd que al soltar la aguja ésta vuelve a su posicién inicial.
El sentido de la aguja es siempre hacia el Norte. Este sentido se marca me-
diante una flecha. Igual se efecttia con los vectores.

Puesto un vector sobre el plano en el sistema de coordenadas car-
tesianas, SE CONSIDERA DE SENTIDO POSITIVO SI VA DE IZQUIERDA A DERECHA
Y DE ABAJO HACIA ARRIBA.

Volviendo, pues, a los cuatro cuadrantes en que dividimos al plano, ve-
remos que en el eje de las abscisas XX, todas las que vayan del origen 0
hacia la derecha seran positivas, mientras las que se dirigen hacia la iz-
quierda seran negativas. En cuanto a las ordenadas, de 0 hacia arriba seran
positivas y de 0 hacia abajo negativas. O sea, que un punto situado en:

El primer cuadrante tiene: + x +y -X+y +X+y
El segundo cuadrante: —% +vy
El cuarto cuadrante: + x —y
El tercer cuadrante: —X —y
. -X-y +X -y

Recuerde bien estos datos, que tienen la méaxima importancia.

Un vector, de por si, no tiene sentido positivo ni negativo, a no ser que
se compare su sentido con el de otro que tenga su misma direcciéon. No obs-
tante, las componentes (o proyecciones) del vector en el sistema cartesiano
si tienen sentido. Por tanto, podemos decir que un vector es positivo o ne-
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gativo segtin uno u otro de los ejes. Por ejemplo, el vector R (6,4) (2,2) es
negativo segun los dos ejes, ya que sus componentes asi nos lo indican:

X, X, =2—6=—4
VoV, =2—4=—2

Los valores —4 y —2 se refieren al origen del vector y, por tanto, se di-
rigen, respectivamente, de x, hacia la izquierda y de y, hacia abajo, como
puede apreciar en la figura. Ambos sentidos, hacia la izquierda y hacia aba-
jo, son negativos con respecto a sus respectivos ejes.

Vea a continuacién algunos ejemplos de vectores y sus anotaciones co-
rrespondientes.

y Y
6] 7R_(0'4} §7’§)
4
-5 : 4 7
X X : +—pt +—+ X
|
//(-5,-5)(4'0)
- -5
y y

R (44)(-5,-4)

OPERACIONES CON VECTORES

Un vector queda determinado en magnitud, direccién y sentido, por sus
componentes (proyecciones) sobre cada uno de los dos ejes. Luego las ope-
raciones con los vectores se basardn fundamentalmente en operaciones con
dichas componentes. Como es natural, no podran mezclarse entre si los va-
lores que correspondan al eje XX, abscisas, con los que corresponden al
eje YY, llevardn una j delante de su valor numérico. Ademas se procurard
qgue los vectores partan del origen de coordinadas, aunque no siempre sera
esto posible, sobre todo si el vector tiene ya una determinada posiciéon sobre
el plano. De ser asi, todas las operaciones se haran siempre haciendo coin-
cidir los vectores por uno u otro de sus extremos, conservando magnitud,
direccién y sentido.

SUMA DE VECTORES

Graficamente, se colocan los vectores a sumar uno a continuacion de
otro, haciendo coincidir el fin de uno con el principio del siguiente. El Te-
sultado, suma o resultante, es el vector que Partiendo del origen de la linea
quebrada va al extremo final de la. misma, o sea, el vector que une los dos
extremos. El sentido es el que partiendo del origen va hacia el fin de la
linea quebrada. Observe que se «opone» al de los sumandos. Vea unos cuan-
tos ejemplos:
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No me negara que graficamente no presenta dificultad alguna, si se tiene
cuidado en respetar siempre magnitud, direccién y sentido de todos los vec-
tores que actiien como sumandos, Veamos un poco el calculo numérico.
NUMERO 1

Los dos vectores a sumar, U y Z, tienen como coordenadas:
U (0,0) (3,3)
Z (0,0) (6,2)
El valor de la componente x de U sera:
X,—X,=3—0=3
Yeldelay
V,—y, =3—0=3
Por tanto,
U=3+j3
Por otro lado, Z tendra los valores
X,—%X, =6—0=6
V.—y, =2—0=2
Z=6+j2
Sumando por separado los valores correspondientes a cada eje:
R=U+Z=QB+6)+j3+2)=94+j5
Resultado que se corresponde con el hallado graficamente.

NUMERO 2
M=4+j3 N=1+)3
R=M+N=@U+1D)+jB3+3)=5+j6

El signo 4+ que precede a la j se refiere al caracter positivo de esta com-
ponente, no a que se haya de sumar a la otra componente.

NUMERO 3

P=—4+j7 Q=6+ 8
R=P+Q=(—4+6)+j(7+8 =2+ijl5

RESTA DE VECTORES

Para restar graficamente dos vectores, se hacen coincidir sus extremos de
origen. El resultado o resta vendra dado por el vector que cierra el tridn-
gulo. ¢Y el sentido? Recuerde que en aritmética, la resta es la operacién
inversa a la suma, y que, por tanto, sustraendo y resta son los sumandos
que sumados dan el minuendo. En el caso de los vectores, deberemos tener




presente cual es el vector sustraendo y cudl el minuendo. Asi sabremos que
sustraendo y resta deben tener sus sentidos «en serie», mientras el minuendo
estd «en paralelo» con ellos. Vea cémo varia el sentido del resultado cam-
biando el orden de los datos.
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En el caso primero, las componentes de U son 2 + j4 y las de Z, 6 + j3.
Restando ordenadamente ambas componentes:

R=U—Z=Q2—6)+j(4—3) = —4 + jl

La componente en el eje XX es de sentido negativo y en el YY positivo.
Las coordenadas del nuevo vector seran las correspondientes a los puntos
X, € y, y de los dos que se restan. Y como ha de estar en serie con el sus-
traendo, que en este caso es Z, colocaremos las de éste en primer lugar y
las de U en segundo lugar, luego

R (6 +j3) (2 + j4) en la que (x,x,) = —4
(yz'yl) = +j1
que cumple con lo hallado anteriormente.
En el segundo de los casos, las componentes siguen siendo las mismas,
pero variando de lugar en la resta:

R=Z—U=(6—2)+jB3—=4+j(—1)=4—]jl

El valor absoluto sigue siendo el mismo, pero el sentido ha cambiado.
Ahora en el eje XX la componente es positiva, mientras en el YY es nega-
tiva, Las coordenadas seran ahora R = (2 + j4) (6 + j3).

Ante lo expuesto, creo necesario hacer hincapié en lo importante que es
darles el puesto que les corresponde a cada vector en la resta.

Antes de seguir con otros temas, no estard de mas que recuerde que en
la suma de vectores los sumandos se colocan uno a continuacién de otro,
haciendo coincidir el fin de uno con el origen del siguiente. La suma o re-
sultado serd un nuevo vector que cerrara la linea quebrada formada por
los vectores sumandos. Estos pueden ser tantos como se quiera. En cambio,
en la resta, sélo se puede operar con dos vectores & la vez, y para ello se
hacen coincidir sus origenes. La resta o diferencia serd un nuevo vector que

" cerrard el tridngulo formado.

El sentido de la resultante, en la suma, va del primer sumando al ltimo;
EN LA RESTA, VA DEL SUSTRAENDO AL MINUENDO.

=



.PENDIENTE DE UNA RECTA

Se conoce por pendiente de una recta, al cociente de las dos componen-
tes de ésta. Asi la pendiente de la recta AB de la figura, uno de cuyos puntos
tiene como coordenadas (4,8) y otro (0,0) por pasar por el céntro:

X, —X, (4-0)
S — i = = 0’5
2=y,  (80)

La pendiente de la recta es, pues, 0'5. A igual resultado llegariamos si
tomaramos cualquier otro par de componentes. Haga usted mismo la prueba
tecmando dos puntos cualesquiera de dicha recta.

COORDENADAS POLARES

Simplemente, como noticia, sepa que en el sistema llamado de coorde-
nadas polares los vectores vienen determinados por su magnitud y por el
4dngulo que forman con un eje arbitrario que se toma como referencia. E]
vector de la figura se indica de la forma: i

Z=17]30

REPRESENTACION GRAFICA DE ECUACIONES

Mediante el sistema de coordenadas cartesianas se pueden representar
graficamente cualquier tipo de ecuaciones algebraicas. Veremos a continua-
cién las ecuaciones mas corrientes: las de primer grado.

ECUACIONES DE PRIMER GRADO

Al tratar de la pendiente de una recta, vimos que la inclinacién adoptada
sobre el plano con referencia a los ejes coordenados, venia determinada por
la ecuacién:

Y.—Y,

Xy — Xy

&Nz

en la que x e y pueden ser las coordenadas de dos puntos cualesquiera de
la recta. Pues bien, desarrollando la ecuacién anterior, obtenemos:

S (X2_xl) =¥—¥
Y si ahora hacemos coincidir x, e y, con el origen 0,
S (x,—0)=y,—0
y Sxo =¥ y

y y

Ecuacion que representa a la recta que partiendo del origen 0, tiene como
coordenadas x,, y, y una pendiente S.
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Si la recta no llegara a pasar por el origen, pero cortara a alguno de los
dos ejes (lo que siempre puede conseguirse con sélo prolongarla en alguno
de los dos sentidos, seguin el campo en el que estuviere), entonces X, 0 y, no
se eliminarian, con lo que (suponiendo x, =0, y, = b) la ecuaciéon quedaria
de esta forma:

S (Xz—O) = Yo%
Sx,=y,—Db
yg = Xx2 +b .

A la cantidad b se la denomina ordenada de la recta en el origen.

Esta dltima es la ecuacién general de primer grado de una recta. Vea-
mos, a continuacién, algunos ejemplos de rectas con sus correspondientes
ecuaciones. Sean, por ejemplo, las rectas: 2x + ey =6, x—4y = 0.

Resolviendo la primera ecuacién para y = 0 (prolongacién de la recta has-
ta cortar el eje de las YY) nos daria como valor para la x:

2x+0=2x=6 (puesto que 3 X 0 =10)

X = ————rv :3
2

v haciendo lo propio prolongando la recta hasta cortar el eje de las x, o sea,
haciendo x = 0, tendremos:

0+3y=6
y=2

Por tanto, las coordenadas de la recta al cruzar los dos ejes seran (3,0)
(0,2). Trazando la recta que cumpla con esta condicién habremos resuelto el
problema. :

Despejando y, en la misma ecuaciéon 2x + 3y = 6, sera:

: 2
i — X +
y 3

2
En esta expresién, — s es la pendiente de la recta, y + 2 la ordenada en

el origen.
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UNA PENDIENTE NEGATIVA SIEMPRE CORRESPONDE A UNA RECTA CON EL PUN-
TO SUPERIOR A LA IZQUIERDA Y EL INFERIOR A LA DERECHA.

UNA PENDIENTE POSITIVA TIENE EL PUNTO SUPERIOR A LA DERECHA Y EL
INFERIOR A LA IZQUIERDA DEL DIBUJO.

En la segunda ecuacién propuesta (x —4y = 0), al resolver cada punto
haciendo coincidir el otro con su correspondiente eje, nos encontramos con
la paradoja de que también es cero. Asi, si x =0

0—4y =10
y =0
ysiesy=0
x—0=0
x={)

En este caso, la recta pasa por el origen. Y resolviendo la ecuacién para y
—4 y = —x

multiplicando ambos términos por —I1, con lo que no alteramos su valor

(—4y) (—1) = (—x) (1)
4y = x

La pendiente, positiva, es Y%, y como la recta pasa por el origen no hay
ordenada en el origen. Pero para poder trazar la recta, es preciso conocer
otro punto. Para ello, bastara recordar que en el quebrado que indica la pen-
diente, el numerador nos da el punto y, y el denominador el punto x. Vea a
continuacién una tabla en la que segin el signo de los términos de la ecua-
cién, le da la pendiente y las coordenadas del punto necesario para trazar

la recta:
ECUACION PENDIENTE COORDENADAS
ax — by=0 —(‘E‘) (— b,a)
—ax—by=0 —'("E_) (— b,a)
by =t} (%) | (b,a)
—ax - by=0 (‘Z—) (b,a)

Segiin la tabla, en la ecuacién anterior x —4y = 0 la pendiente es posi-
tiva (lo que concuerda con lo hallado), v las coordenadas del punto seran
(4,1). Vea el resultado de la recta en el grafico del margen.

4
Corresponde a este tipo de ecuacién, la ley de Ohm, cuando se toman
como variables V, I o V, R. En el primer caso se dan una serie de valores
fijos a la resistencia, mientras en el segundo los valores fijos lo tomara la
intensidad. Veamos como varia la intensidad en el primer caso.
13
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Situemos el veltaje en el eje de las abscisas y la intensidad en el eje de
ordenadas. Si suponemos que la resistencia tiene un valor de 50 ohmios
calcularemos la intensidad que corresponde a dos o tres valores de tensién.
Por ejemplo, con 20 voltios, la intensidad que circula por la resistencia
sera de

20
I=——=104A
50

Con 40 voltios

40
I=—=08A
50

Con estos dos valores tendremos suficiente para trazar la recta que co-
rresponde a una resistencia de 50 ohmios. Como a 0 voltios, le correspon-
den 0 A, la recta empezara en el origen de coordenadas. Sobre el eje de abs-
cisas, marcaremos el punto B, que correspondera a 20 voltios. A continua-
cién, y como 40 voltios es el doble, marcaremos el punto C a una distancia
del B igual a 0 B. Trazados estos dos puntos, vamos con los de la intensidad.
Sobre el eje de ordenadas, se indicaran los puntos D y F, de forma que las
distancias OD y DF sean iguales, puesto que las escalas a que estan dibuja-
dos los valores en un mismo eje es igual para todos ellos. ©

A continuacién, y desde los puntos asi hallados, trace perpendiculares a
los mismos. Las perpendiculares a B y D, se cruzan en G, mientras C y F
lo hacen.en H. Estos dos puntos G y H perterftcen a la recta buscada.
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Respetando la escala que hemos tomado, trace diversos puntos en cada
uno de los ejes y mediante perpendiculares, compruebe céomo aquellos pun-
tos de ambos ejes cuyas perpendiculares se crucen sobre la recta hallada,

cumplen con las ecuaciones.

A% A%
V=AX50 A=—— — =50
50 A




De igual forma pueden irse trazando también varias rectas, con sdlo to-
mar otros valores para la resistencia. Vea a continuacion un ejemplo. En
él se han dibujado las rectas correspondientes a valores de la resistencia
de 50, 100, 200 ohmios. Le recomiendo tome otros valores para la resistencia,
y se trace la grafica correspondiente. No es necesario que trace todas las
perpendiculares. Para evitarlo, es suficiente con que efectue el dibujo sobre
papel cuadriculado, para asi aprovechar la misma cuadricula del papel. Para
trazados mas perfectos, existe en el mercado un papel denominado «milime-
trado». El siguiente ejemplo esta trazado sobre este tipo de papel.
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